1 Vectores y Funciones

En esta primera Practica, aprenderemos a utilizar las 6rdenes basicas de MATLAB
para trabajar con escalares, vectores y matrices, evaluar funciones de una y dos
variables y representarlas graficamente. En précticas posteriores usaremos
habitualmente MATLAB para efectuar los céalculos.

MATLAB (MATrix LABoratory) es un programa orientado al célculo con
matrices, al que se reducen muchos de los algoritmos que resuelven problemas de
Matematica Aplicada e Ingenieria.

MATLAB ofrece un entorno interactivo sencillo mediante una ventana (que
llamaremos ventana de comandos) en la que podemos introducir ordenes en modo texto
y en la que aparecen los resultados. Los graficos se muestran en ventanas
independientes. Cada ventana dispone de una barra de menls que controla su
funcionalidad.

Aprenderemos a asignar, borrar, guardar y recuperar variables, utilizar las
funciones incorporadas y, mas adelante, a definir funciones nuevas.

En MATLAB todas las instrucciones tienen que estar escritas en minusculas, de
esa forma nos evitaremos errores de ejecucion.

MATLAB opera directamente con niumeros complejos y con nimeros reales como
caso particular.

Lo que distingue a MATLAB de otros sistemas de célculo es su facilidad para
trabajar con vectores y matrices. Las operaciones ordinarias, suma, producto, potencia,
operan por defecto sobre matrices, sin mas restriccion que la compatibilidad de tamafios
en cada caso.

1.1 Mandatos Basicos

1.1.1 Help, Dir, Pwd.
help  nos da una lista de temas sobre los que hay informacion de ayuda. helpwin
abre una ventana de ayuda que es util para consultar informacion sobre 6rdenes de

MATLAB sin interferir con la ventana principal.

help tema explica concisamente el tema elegido y afiade informacioén sobre
temas relacionados.

Ejemplo 1

La instruccidon c1c borra la ventana de comandos, esa informacion la obtendras
al ejecutar: help clc.



Utiliza la ayuda que proporciona help siempre que no recuerdes bien el
funcionamiento de alguna instruccion de MATLAB.

La instruccidon pwd  nos informa del directorio actual de trabajo y
el mandato dir lista los ficheros de dicho directorio, también tenemos what que
solo muestra los ficheros de funcion (es decir, los que tienen extension '.m', que mas
adelante comentaremos).

1.1.2 Path, Diary.

Para cambiar de directorio tenemos que utilizar la instruccién path, que asigna
el camino (directorios o subdirectorios) donde el programa buscara los archivos.

Ejemplo 2

path nos informa del orden de los subdirectorios donde MATLAB busca los archivos.

path (path, 'a:") asigna el disco a: como primer subdirectorio de busqueda,
siempre y cuando nos hallamos asegurado de haber insertado un disco en la disquetera.

Otra forma mas visual de utilizar la instruccion, es en la barra de menus, en el
menu File/Archivo la instruccion set path abre una ventana para cambiar el path, y
también podemos ejecutar el mandato editpath que hace lo mismo directamente.

Uno de los mandatos mas utiles de MATLAB es diary, que permite guardar en
un fichero todo el texto que aparece en la ventana de comandos. Escribe

diary a:practiOl.txt

y todo lo que salga en pantalla se grabard en un fichero practi0l.txt justo cuando
vuelvas a introducir el mandato diary. Para anadir mas texto en una misma sesion al
diario creado usa diary on al principio de lo que quieras grabar y diary off al
final (en este momento se graba realmente).

Cuando utilices esta instruccion espera a que el LED de la disquetera se apague,
para dejar tiempo al programa a que guarde los datos en el disco. Ten en cuenta
que esta instruccion es del tipo interruptor y solo graba cuando se ejecuta la
opcion off. Una mala ejecucion puede hacerte perder la informacion, ademas como
puede ocurrir que el ordenador falle alguna vez es aconsejable ir grabando la
informacion cada cierto tiempo, acordiandote de volver a ejecutar el diary para que
se vaya almacenando la siguiente informacion.



La memoria de pantalla en MATLAB no es muy grande, y por tanto hay datos que
van desapareciendo de la ventana, pero estos no se pierden si estas utilizando el
diary.

El mandato ¢ que convierte en comentario lo que se escribe a continuacion.

Q

% Esto es un comentario

Con la tecla [T] recuperas los mandatos antes escritos, evitando asi tener que
reescribir 6rdenes iguales o parecidas. También puedes 'copiar' con el ratoén texto de
cualquier sitio y 'pegar’ en la (Unica) linea de mandatos activa, eligiendo estas opciones
en el menu de edicion. Vale usar [Ctrl]+C y [Ctrl]+V con el mismo fin.

1.2 Variables

En MATLAB las variables se asignan de modo natural. Basta escribir un nombre

de variable, a continuacion el signo igual y luego el valor que toma esa variable. Para
aceptar, como siempre, hay que pulsar [Intro]. Escribiendo s6lo el nombre de una
variable previamente asignada, MATLAB devuelve su valor.
Los signos +, — *, / y ” denotan las operaciones aritméticas de suma, resta,
multiplicacion, division y elevacion a una potencia (de modo que resultan validas para
matrices, como veremos mas adelante). Si el resultado de una operacion no es asignado
a ninguna variable, MATLAB lo asigna a la variable del sistema ans.

Al poner 'punto y coma', no se muestra el resultado por pantalla. Naturalmente, la
asignacion de la variable no resulta afectada.

1.2.1 Who, Whos.

La orden who lista las variables definidas y con la orden whos obtenemos ademas el
tipo de variable y su tamafio.

Ejemplo 3

a + b
c = ans;
who



1.2.2 Clear, Save, Load, Workspace.

clear  sin argumentos elimina todas las variables. La misma instruccion
seguida de nombres de variables, elimina a estas.

La instruccion save, guarda las variables definidas en el archivo que
indiquemos para poderlas utilizar en otra sesion y lo hace con la extension '.mat', lo
mismo podemos hacer desde el Menu File con la instruccion save workspace.

Para recuperar del disco un espacio de trabajo donde tengamos almacenados
datos se utiliza la instruccion 1oad junto con el nombre del fichero, también desde el
Menu File con la instruccion load workspace o import data segiin versiones.

La instruccion show workspace del Menu File, o la instruccion workspace
muestran todas las variables de trabajo creadas en una ventana.

1.2.3 Variables especiales, format.

MATLAB utiliza ciertos nombres de variable para fines especiales, como i o j,
que designan ambas a la unidad imaginaria (i* = j* = —-1) o pi, para el nimero . El
numero e, base de los logaritmos neperianos, no estd preasignado, pero se obtiene
facilmente como exp (1).

La precision relativa en operaciones de coma flotante se llama eps. El resultado
de 1/0 en MATLAB es Infy el de 0/0, NaN.

1/0 % Infinito
0/0 % Indeterminado

Podemos utilizar estos nombres de variable para almacenar otros valores,
prevaleciendo nuestra asignacion sobre el valor por defecto de MATLAB. Por ejemplo,
si no utilizamos nimeros complejos, no hay inconveniente en representar por i y j los
indices de fila y columna de una matriz. Igualmente podriamos llamar eps a una
cantidad a utilizar como criterio de convergencia, pero en general conviene evitar
equivocos empleando otros nombres de variable.

Internamente MATLAB trabaja con mucha precision, aunque por defecto
muestra los resultados con cuatro decimales. La apariencia de los resultados se
modifica por menu o con la orden format. format long aumenta el numero de
decimales visibles.

format short vuelve al estado inicial. format rat aproxima el resultado
por un cociente de enteros pequeiios. Explora otras opciones con help format

pi, format long, pi
format rat, pi



1.2.4 Cadenas De Caracteres.

Podemos usar también cadenas de caracteres para manejar texto en funciones de
MATLAB. Para introducir una cadena, basta escribir el texto entre comillas.

Un texto sin comillas produce error porque MATLAB lo interpreta como un
nombre de variable o funcion.

El mandato i schar nos dice si una expresion es o no un caracter (responde 1 si
es verdadero y O si es falso).

Ejemplo 4

a='Esto es una cadena'
b=Esto no

c=3

ischar (a)

ischar (c)

1.3 Vectores

1.3.1 Edicion de Vectores

Los vectores se utilizan, entre otras cosas, para representar:
¢ Puntos del plano y del espacio.

+ Puntos de un espacio n-dimensional.
+ Magnitudes fisicas.
+ Filas o columnas de una matriz (recuerda la discusion de sistemas de ecuaciones
lineales).
Para introducir un vector en MATLAB, escribimos sus componentes entre
corchetes. Separando las componentes con comas o espacios obtenemos un vector fila.
Separandolas por punto y coma o por [Intro], obtenemos un vector columna.

Ejemplo 5
u=[123], v=11,2,3] % Vectores fila
w = [1;2;3
» z=[1
» 2
» 3] % Vectores columna

Para calcular la longitud de un vector se utiliza el mandato 1ength, ahora bien
como MATLAB trabaja siempre todas las variables como matrices, tanto si son
matrices como si son escalares como si son vectores, para obtener la dimension de
cualquier variable podemos utilizar la funcién size que devuelve un vector de dos
componentes que son el nimero de filas y el nimero de columnas de la matriz.



Ejemplo 6

length (u)

length (w)
[f,cl=size (u)
dimension=size (w)

1.3.2 Vectores Progresivos.

Es muy frecuente tener que editar vectores con componentes equiespaciadas, por
ejemplo, para crear una tabla de valores de una funcion.

Con a:h:b creamos un vector de componentes que van de a hasta b y distan h
cada una de la siguiente.

La orden 1linspace(a,b,n) crea n términos en progresion aritmética, desde a
hasta b.

Ejemplo 7

x=0:0.1:1
y=linspace(0,1,11)

1.3.3 Suma y producto por un escalar.

La suma de dos vectores del mismo tamafio se efectia componente a
componente y se obtiene con MATLAB escribiendo directamente
»u + v

Laorden sum(u) proporciona la suma de todas las componentes del vector u.

Para multiplicar un vector u por un escalar a, basta escribir

» a*u

En ocasiones hay que multiplicar dos vectores elemento a elemento y eso
MATLAB lo hace con la version 'punto’ del producto.

Q

u.*v % Producto elemento a elemento

Si intentamos multiplicar por las buenas dos vectores del mismo tamafio, nos da un
error, pues MATLAB aplica el producto matricial y los tamaiios no son coherentes.

El producto matricial requiere que el primer factor tenga tantas columnas como
filas tiene el segundo. Por ejemplo, podemos multiplicar una fila por una columna del
mismo nimero de elementos o viceversa.

Q

» U*w $ Fila x Columna = Escalar

Q

» Wwru % Columna x Fila = Matriz de rango 1

Finalmente, el producto de todas las componentes de un vector se
obtiene con la funcién prod.



1.3.4 Producto escalar y vectorial de dos vectores.

El producto escalar de dos vectores de la misma dimension se efectiia con dot y el
producto vectorial de dos vectores de longitud 3 con cross.

Ejemplo 8
a [1 2 31;
b =145 6];
c = dot(a,b)
d = cross(a,b)
e = prod(a)
f = prod(b)

1.3.5 ', ", flipud, fliplr

La transpuesta (conjugada) de un vector (complejo) v es v', su instruccion
equivalente es ct ranspose, la transpuesta (no conjugada) de un vector (complejo) v es
v.'s su instruccion equivalente es transpose.

Mediante £11iplr volteamos un vector fila de izquierda a derecha y con f1ipud
ponemos cabeza abajo un vector columna.

1.3.6 Diferencias, sumas y productos acumulados

La instrucciéon di £ £ aplicada a un vector X=[X(1), X(2), ..., X(n)], realiza la
diferencia entre sus componentes de la siguiente forma [X(2)-X(1), X(3)-X(2), ..., X(n)-
X(n-1)].

Las instrucciones cumsum y cumprod efectuan respectivamente las suma y
los productos acumulados de un vector, son interesantes para el estudio de sumatorios y
productorios finitos.

Ejemplo 10

a =1:06
b = cumsum(a)
c = cumprod (a)



1.4 Matrices
1.4.1 Edicién de Matrices

Por defecto, MATLAB trabaja con matrices. Esto supone la ventaja substancial
de no tener que declarar tipos de variable ni tamafios de fila o columnas para trabajar
tanto con matrices de nimeros reales o complejos como con vectores o escalares, que se
consideran casos particulares de matrices.

Las matrices se escriben por filas. Los elementos de una fila se separan por
'comas' y las distintas filas por 'puntos y comas'.

A= [1,2;3,4]

Lo mismo que con vectores, podemos también separar los elementos de una fila

con espacios y las filas pulsando la tecla [Intro].
» B = [-1 -2
-3 -4]
El elemento en la fila i y la columna j de la matriz A se denota por A(i,j).
Modifica, por ejemplo, el elemento 2,1 de A:
» A(2,1) =0
A(i,:) denota la fila i de la matriz A. Andlogamente, A(:,j) es la columna j de A.
»A(2,:), A(:,1)

En ocasiones resulta comodo construir una matriz a partir de bloques. Con tal de
que sus tamafios sean coherentes, basta escribir los bloques por filas, como si se tratase
de elementos individuales.

»M = [A,B;B,A]
Para extraer una submatriz, indicaremos las filas y columnas de que se compone.
» M4l = M(1:3,2:4)
Las filas o columnas no tienen por que ser consecutivas
» fil = [1,2,4], «col = [1,3,4]
» M32 = M(fil, col)

1.4.2 Matrices usuales

Ya hemos visto como se escriben las matrices. MATLAB tiene varias funciones
que facilitan la edicion de matrices de uso frecuente:

¢+ eye (n) proporciona la matriz identidad de orden n.
¢ zeros (n,m) inicializa una matriz m por n con todos los elementos nulos.
¢ ones hace lo mismo con elementos de valor 1.

¢ rand crea matrices con elementos aleatorios uniformemente distribuidos en el
intervalo [0,1].

Ejemplo 11
M = eye (4)
N = zeros (3)
O = ones (2)
P = rand(3,2)



1.4.3 Operaciones con Matrices

Para sumar dos matrices del mismo tamafio, se suma cada elemento de una con

el elemento correspondiente de la otra.
»A + B
El producto de matrices se hace multiplicando fila por columna y sumando los
resultados. Comprueba que el elemento (1,1) de la matriz producto A*B es
» A(1,1)*B(1,1)+A(1,2)*B(2,1)
Observa que el producto de matrices NO es conmutativo
» A*B - B*A
MATLAB interpreta A/B como el producto de A por la inversa de B. Prueba:
» A/B, A*inv(B), A*inv (A)

La no conmutatividad del producto justifica que inv(A)*B se abrevie a A\B.
Asimismo, la solucion del sistema Ax=b, que formalmente es x=A""b, se obtiene en
MATLAB con A\b. Bien entendido que la solucidén no se obtiene calculando la inversa
de A, sino aplicando métodos numéricamente mas eficientes (ver help slash ).

Para multiplicar dos matrices elemento a elemento, en lugar de filas por
columnas, usamos las variantes 'punto' de las operaciones correspondientes. Comprueba
la diferencia entre

» A*B, A.*B, A~-1, A. -1

Si A es una matriz real, A' es la transpuesta de A. En el caso complejo, A' es la

transpuesta conjugada. La transpuesta sin conjugar se obtiene con A.".

1.5 Funciones

MATLAB conoce las funciones matematicas elementales:

+ Trigonométricas: seno, coseno, tangente, cosecante, secante y cotangente.
+ Trigonométricas inversas: arco seno, arco coseno, arco tangente, ...

+ Exponencial y logaritmos neperiano, decimal y en base 2.

+ Hiperbdlicas: seno hiperbdlico, coseno hiperbdlico, tangente hiperbdlica, ...
+ Hiperbdlicas inversas: argumento seno hiperbdlico, coseno, tangente, ...

+ Raiz cuadrada, parte entera, valor absoluto, ...

1.5.1 sqrt, abs.

La funciéon sqgrt realiza la raiz cuadrada de un numero, si este es negativo da
como resultado un complejo.

La orden abs calcula el valor absoluto de un numero, si este es complejo
devuelve su modulo.

Ejemplo 12

sgrt (4) ,sqgrt (-4)
abs (4) ,abs (-4),abs (3+4*1)



1.5.2 exp,log,logl0

Los mandatos exp, 1og y 1ogl10 realizan respectivamente la exponencial, el
logaritmo neperiano y el logaritmo decimal de un numero.

Ejemplo 13

exp (1)
log (ans)
1ogl0(10)

1.5.3 sin, cos, tan, atan, atan2

Las funciones trigonométricas tienen el argumento en radianes, aparte de estar el
nombre en inglés.

Ejemplo 14

sin(pi/2)
sin (90)

Cuidado, en este ejemplo MATLAB dara un resultado para ambas ordenes, pero
solo la primera es correcta, pues su argumento de entrada es correcto, ya que el
angulo esta en radianes.

La funcion atan devuelve la arcotangente de un ntimero, sin embargo la funcién
atan2 que en este caso tiene dos argumentos de entrada devuelve la arcotangente
teniendo en cuenta el cuadrante.

Ejemplo 15

Si intentamos determinar el angulo de un punto (X,y) en el plano este viene dado
por arcotangente(y/x), teniendo en cuenta el cuadrante para dar la respuesta correcta,

Los puntos (1,1) y (-1,-1) se obtendrian con el mismo valor de la arcotangente,
que si expresamos el resultado en grados seria

atan(1)*180/pi

ans = 45

luego considerando el cuadrante obtendriamos que los angulos son respectivamente 45
y 225 (0 —135) grados. Ahora bien si utilizamos la instruccion atan2(y,x) el resultado se
obtiene directamente

atan2(1,1)*180/pi,atan2(-1,-1)*180/pi

ans = 45 ans = -135



1.5.4 sinh, cosh, tanh

Estas ordenes representan a las funciones hiperbdlicas, recuerda que para
nimeros reales se definen como:

sin h(x) _ exp(x) —2exp(—x)
cosh(x) = epx(x) +zexp(—x)

Ejemplo 16

sinh (1), (exp(l)-exp(-1))/2
cosh (1), (exp(1l)+exp(=1))/2
tanh (1) ,sinh (1) /cosh (1)

Una caracteristica destacable de MATLAB es que evalia una funcion sobre todas
las componentes de un vector simultineamente, lo cual es muy practico.

Ejemplo 17

-1:0.01:1;
y = tanh (x);

X

plot (x,vy)

Aparte de estas funciones MATLAB tiene definidas otras tantas menos conocidas
pero no menos ttiles, tanto funciones elementales que puedes consultar su sintaxis
con help elfun .Y otras funciones especiales disponibles con help specfun

1.6 Graficas
1.6.1 Tipos de linea, colores y marcadores.

En la siguiente tabla se muestran los tipos de color, marcadores y tipos de linea
que admite la instruccion grafica plot. Asi como el cédigo que los genera en el grafico.



color codigo marcador codigo |tipo de linea |codigo
Amarillo y punto solida -
Magenta m circulo 0 punteada
Cyan c X-marca X punto y raya | -.
Rojo r mas + rayada -
Verde g estrella *
Azul b cuadrado S
Negro k diamante d
Blanco W tridngulo (abajo) |v

tridngulo (arriba) |

triangulo <

(izquierda)

tridngulo (derecha) | >

pentagrama p

hexagrama h
Ejemplo 18
X=—1:0.01:1,’ 0B
y = sin(x); o

plot (x,y,'x")
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1.7 Ficheros de funcion

1.7.1

Funcion y=f(x)

02 04 06 08 1

La programacion en MATLAB de efectia mediante ficheros.m. Son
simplemente ficheros de texto que contienen 6rdenes de MATLAB. Su utilizacion

requiere

+ Editar el fichero con el editor de MATLAB o con un editor ASCII.
*  Guardarlo con extensiéon .m.

¢ Indicar a MATLAB dodnde esta el archivo con: path (path, 'direccidn').

+ Ejecutarlo escribiendo en la linea de 6rdenes el nombre de fichero y los parametros de
entrada necesarios.

Como ejemplo, creamos un fichero para evaluar la llamada funcion de Runge,
que utilizaremos mas adelante en la teoria de interpolaciones:




Debemos escribir en el editor:
function y=runge (x)
% Funcidén de Runge
y=1./(14+425.*x.72);

Después de grabarlo con el nombre runge.m, e indicar el path a Matlab, podremos
ejecutar llamadas a la funcién.

Notese que se han utilizado las operaciones con el punto delante, esto es por si la
entrada es un vector o matriz efectuara las operaciones indicadas para cada uno de
los elementos.

A su vez hay que fijarse que el nombre asignado a la funcion es el mismo que el del
archivo que se graba en el disco, también es aconsejable que este no contenga
signos ni acentos y si es posible no supere 8 caracteres.

Ejemplo 19

runge (0)
runge ([-1 0 1])

El fichero runge.m es un archivo de funcion, al incluir la palabra clave
function. A continuacidn es obligatorio poner el nombre de funcion.

Notar que las primeras lineas de comentario que escribimos inmediatamente
después del nombre de la funcion son las que se obtienen con el help de matlab

help runge

El nombre de funciéon suele ir precedido de los argumentos de salida, entre
corchetes, y seguido de los nombres de los argumentos de entrada, entre paréntesis.
Entre estos y el nombre de funcion aparece el signo 'igual'.

Consideremos la funcion que da las coordenadas cartesianas de un punto, a
partir de su radio vector y su angulo respecto al eje OX:

{x=r-cos(e)

y=r-sin@®)



Que llamaremos por ejemplo cartpol, en referencia al paso de polares a cartesianas, la
definiriamos de la siguiente forma:

function [x,y]=cartpol(r,z)
% Entradas 'r':radio vector

y 'z' angulo respecto al eje 0OX
Salidas 'x,y': coordenadas cartesinas

oe

o°

xX=r.*cos (z);
y=r.*sin(z);

Ejemplo 20

ro=ones (1, 3);
zeta=[pi/2 pi 3*pi/2];

[x,y]=cartpol (ro, zeta)
help cartpol

EJERCICIOS

1. Dados dos numeros a < b, obtén un vector x cuyas componentes sean los extremos de
los intervalos obtenidos al dividir /a,b]/ en n partes iguales. El vector x tiene n + [
componentes a las que llamamos a = xyp < x; < x, < ... < x, = b. Elegir
adecuadamente a, b y n para obtener representaciones graficas de los valores en x de las
siguientes funciones:

a) f(x) = sen x b) f(x) = cos x c)flx) =tgx

d) f(x) = sinh x e) f(x) = cosh x ) f(x) = tanh x
g) f(x) = log x h) f(x) = exp x 1) flx) = 1/x
D) = 1 k) f() = 1/(1+x") D o) = x/(1+x°)

2. Estudia de forma aproximada los siguientes limites de funciones sin resolverlos.
Toma sucesiones de numeros que convergen al valor donde se evalua el limite,
evalua estas sucesiones en la funcidn para obtener su cardcter convergente o
divergente, y en el caso de convergencia obtener una aproximacion al limite.

a) lim e -1 by lim X— atjm(x) ¢) lim xcos(x)s— sin(x) d) lim log(sz:n(3x))
x>0 tan(2x) =0 x 0 x -0 log(sin(2x))
_e* —sin(x)-1 _sin(x)-1 .2 VAR

M Dl s Py

3. Define las siguientes matrices en MatLab:



AN

Il

[\

>

Il
i~ \S)

—_— 00|

ox| W= —
[am—

y efectua las siguientes operaciones:

a)

b)

c)

d)

Comprueba la no conmutatividad del producto de matrices calculando:
A*By B*A.

Calcula C"3, utilizando las potencias de matrices y las potencias de matrices
elemento a elemento.

Define la matriz identidad de orden 3 con la orden correspondiente y con ella
calcula la inversa de A utilizando la divisién izquierda de matrices.
Calcula (A*B)" de dos formas diferentes utilizando la teoria de matrices.

Utilizando las otras opciones de la instruccion diff de MatLab que puedes
consultar con el Help, calcula las siguientes derivadas y derivadas parciales:

a) %(ts *sz(t)) b) j_;( 1 j ¢) j—i(tan(%))

1+ ¢2 t

d) % (x*sin(y)—-y*cos(x))  e) a%xay (x *sin(y) -y * cos(x))

Los primeros términos no nulos de la serie de MacLaurin para la funcion
3 5

X . . .
arcotangente son x — 3 + 5 Calcula el error absoluto y relativo en las siguientes

aproximaciones de © usando el polinomio en vez de la funcion arcotangente.

1 1
a. 4-| atan| — |+ atan| —
2 3
1 1
b. 16-atan| — |—4-atan| —
5 239

Nota: Si p~ es una aproximacion de p se definen error absoluto como ‘ p- p*‘ y

p-p’
p
Calcula la norma ecuclidea del vector (1,—1,2,3,—10,6). Hazlo de tres formas

diferentes usando los siguientes seudocodigos que definen dos algoritmos para
determinar la norma euclidea de un vector x = (x,,x,,...,x, ) :

error relativo como si p#0.



a) Nombre: normal

Entrada : el vector x

Salida : norma de x

Pasol : Determinar la longitud de x, que designaremos por 'n’
Paso 2 : Hacer suma=0

Paso 3: Para i =1,2,...,n hacer

suma=suma + xzi

Paso 4: Hacer norma=suma”(1/2)

b) Nombre: norma2

Paso 1: Elevar al cuadrado elemento a elemento el vector x y nombrarlo x2
utilizando la instruccion de MatLab correspondiente.

Paso 2: Sumar los elementos de x2 utilizando la instruccion de MatLab
correspondiente.

Paso 3: Hacer norma igual a la raiz cuadrada del ultimo valor obtenido en el Paso 2
utilizando la instruccion de MatLab correspondiente.

c) Utilizar también la instruccidon de MatLab que calcula directamente la norma
euclidea.

© _1 n
7. El nimero 1 puede aproximarse teoricamente como la suma se la serie 4- zg )1
"o 2n +

aunque veremos que en la pratica este método no es el mejor, hemos visto ya en el
ejercicio 5 una forma mas efectiva de caculo de m.

a) Calcula las aproximaciones de © para n=100,1000,10000 utilizando la definicion de
vectores y la instruccion de MatLab sum, utilizando el valor de 1 de MatLab
calcular la exactitud de las aproximaciones.

b) Crea un archivo de funcidon que tenga argumento de entrada 'n' y que devuelva la
aproximacion de 7 para ese numero de sumandos.

¢) Fijandose en los datos obtenidos en el apartado a) da una estimacion del 'n'

necesario para aproximar T con una precision del orden de 107°.



SOLUCIONES

4.a) diff ('t"3*sin(t)"2")

ans =
3*t"2%sin(t) "2+2*t"3*sin(t) *cos (&)

b)diff('1/(1+t"2)"',3)

ans =
-48/ (1+t72) "4*t"3+24/ (1+t"2) "3*t

c)diff('tan(l/t)"',2)

ans =
2*tan(1/t) * (l+tan(l/t)"2)/t"4+2* (1+tan(1l/t)"2)/t"3

d)diff ('x*sin(y)-y*cos(x)"', 'x")

ans =
sin(y)+y*sin(x)

e)diff(diff('x*sin(y)—y*cos(X)','x'),'y')

6.a) a=[1,-1,2,3,-10,6];

function norma=normal (x)

n=length (x) ;

suma=0;

for i=1:n
suma=suma+x (i) *2;

end

norma=suma” (1/2) ;

normal (a)

ans =
12.2882



6.b)
function norma=norma?2 (x)
X2=x."2;

suma=sum (x2) ;
norma=sqgrt (suma) ;

norma?2 (a)

ans =
12.2882

6.c)
norm (a)

ans =
12.2882

7. a)
n=0:100; % creamos el vector que vade 0 a 100 de 1 en 1.

x=(-1)."n./(2*n+1) ; % a partir del vector anterior y evaluando elemento a
elemento obtenemos el vector con los primeros sumandos de la serie hasta el nimero
100.

y=4*sum (x) % evaluamos la suma y multiplicamos por 4 con lo que
tendremos la aproximacion.

y = 3.15149340107099

abs (y-pi) % calculamos el error absoluto.

ans = 0.00990074748120



Si ponemos todas las instrucciones en una fila serd mas facil ir calculando las
aproximaciones, sin necesidad de escribir mds, solo hard falta ir modificando la fila:

n=0:1000;x=(-1) ."n./ (2*n+1) ; y=4*sum(x) , abs (y-pi)
y:
3.14259165433954 ans = 9.990007497511222e-004

n=0:10000;x=(-1) ."n./ (2*n+1) ; y=4*sum(x) ,abs (y-pi)

y = 3.14169264359053 ans = 9.999000074145670e-005

7.b) function [s,e]l=aproxpi (n)

% Efectla una aproximacidén de pi utilizando la serie
$ (-1)"(2n+1)/(2*n+1), hasta el sumando n

% Da también como salida el error absoluto cometido
i=0:n;

x=(=-1).%1./(2*1+1);
s=4*sum(x) ;

e=abs (s-pi);
Comprobemos que funciona:
[s,e]=aproxpi (1000)

s = 3.14259165433954 e = 9.990007497511222e-004

7.¢c) Si creamos una tabla con los valores de n y los errores (redondeados) obtenidos
tenemos:

n error absoluto
10 10°
10° 10°
10° 10"

Con lo que aproximadamente necesitaremos un n=10° para obtener un error de 107, si
utilizamos esta serie para calcular 7.

Se puede comprobar que en este caso nuestra funcion presenta problemas de
memoria y de tiempo de calculo a partir de cierto n grande, con lo que este método
de aproximacion de m no seria aplicable para aproximaciones con errores muy
pequeiios.

En temas posteriores veremos un caso general para acelerar la convergencia de
sucesiones y minimizar los calculos necesarios.




2. Complejos. Polinomios.Curvas en polares.

2.1 Numeros complejos

Los complejos tienen algo de real y algo de imaginario, pero hoy en dia es imposible
vivir sin ellos. Lo mejor es conocer sus mecanismos y acostumbrarse a sus repentinas
apariciones. Vas tranquilamente por la calle resolviendo enigmas como ese de "la mayor
toca el piano" y te tropiezas con un par de complejos conjugados. Puedes elegir entre
echar a correr o seguir leyendo.

Como has optado por lo segundo, te vas a enterar de todo lo que siempre quisiste saber
sobre los nimeros complejos y nunca te atreviste a preguntar.

— La suma de las edades de dos hermanos es 13 y el producto 36.

— Facil, tienen 4 y 9 afios.

— Pues mi vecino tiene tres hijas cuyas edades también multiplican 36. El numero de
este portal es la suma de sus edades.

— Me falta un dato.

— jAh, si! La mayor toca el piano.

— Esté claro. /Y si la suma es 6 y el producto 13?

— Imposible, te lo has inventado.

— (Como lo sabes?

Una ecuacion de segundo grado con discriminante negativo no tiene solucion real. Si
insistimos en resolver todas estas ecuaciones, nos vemos en la necesidad de introducir
unos entes que amplien los nimeros reales y contengan las soluciones de tales
ecuaciones. Comenzando por la mas elemental
x> +1=0
podemos llamar i a un "niimero imaginario”" cuyo cuadrado sea —1 y afiadirlo al sistema
de nimeros reales. Operando formalmente con i= V-1 , las raices de cualquier
ecuacion de segundo grado con discriminante negativo se pueden expresar de la forma
z=a+bi
con a y b nimeros reales. Veremos que estas expresiones constituyen un cuerpo
llamado cuerpo C de los numeros complejos. La expresion z=a+bi se denomina
forma binomica del complejo z. Un niimero complejo de la forma a+0ise identifica
naturalmente con el nimero real a. Los complejos de la forma 0+ bise denominan
imaginarios puros. En el cuerpo de los nimeros complejos, no sélo las ecuaciones de
segundo grado tienen solucion, sino que toda ecuacion polindmica de grado n tiene n
soluciones en C. Este resultado se conoce como el Teorema Fundamental del Algebra.

2.1.1 Representacion cartesiana
Un complejo z=a+bi consta de una parte real, a, y de una parte imaginaria, b. Por
ello, resulta natural representarlo en coordenadas cartesianas mediante un vector o un

punto de abscisa a y ordenada b. De aqui el 443

llamar plano complejo al cuerpo C. 4 : : : :
MATLAB trabaja por defecto con niimeros

complejos, que se introducen tal y como se sl

escriben en matematicas, utilizando 1 o ]
para la unidad imaginaria. Escribe, por
ejemploz = 4 + 3i.




Observa que no es necesario poner el signo de multiplicacion, *, entre el 3 y la 1. Las
funciones real (z) e imag (z) proporcionan, respectivamente, la parte real y la parte
imaginaria del complejo z.

El complejo z=a+bi se representa graficamente como el punto del plano de
coordenadas cartesianas (a, b) o como un vector con que va del origen al mismo punto.
En MATLAB, el afijo representa con plot (z, '*'), mientras que para obtener el
vector puede usarse la orden compass (z) . Esta ultima presenta el vector sobre uno ejes
tipo radar (coordenadas polares). Podemos forzar el uso de los ejes cartesianos
creandolos antes de representar el vector: close, axis, hold on, compass(z).

2.1.2 Operaciones con complejos

2.1.2.1 Suma, resta, opuesto
Para sumar dos complejos basta sumar sus partes reales y sus partes imaginarias por
separado.

(4-i)+(2+3i)=(4+2)+(-1+3)i=6+2i
La suma tiene las propiedades habituales que confieren a C la estructura de grupo
conmutativo. El neutro es el complejo 0 + 0i. El opuesto de z=a+bi es —z=—a—bi.

4

4 ; ; ;
4 2 0 2 4

Figura 1 a) Suma de complejos; b) Opuesto y conjugado de un complejo

El concepto de conjugado juega un papel muy importante. Se define el conjugado de un
complejo z=a+bi como el complejo z=a—bi. Graficamente, tomar conjugados
equivale a hacer una simetria respecto al eje real. La sintaxis en MATLAB es
conj (z).
2.1.2.2 Producto, inverso, cociente
La multiplicacion de complejos se define de forma natural operando formalmente con
las expresiones bindmicas de los factores y aplicando la relacion fundamental i* = —1.

(a+bi)(c+di)=ac+adi+bci+bdi® = (ac—bd)+ (ad + bc)i
Por ejemplo,

(4-i)-(2+3i)=(4-2+3)+(4-2-2)i=11+6i

La operacion asi definida hereda las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva
del producto de ntimeros reales. El nimero 1 se comporta como elemento unidad del
producto. Se comprueba que todo complejo no nulo tiene inverso operando



formalmente y usando el mismo truco que para eliminar una raiz cuadrada del
denominador de una fraccion.
1 a—bi a—bi a bi

a+bi (a+bi)a—-bi) a’>+b*> a’*+b> a’+b’
Todas estas propiedades se resumen diciendo que C tiene estructura de cuerpo.
MATLAB trabaja por defecto con numeros complejos, por lo que las operaciones
anteriores se efectiian con el formalismo usual: si # y v son dos complejos, u +v, u*v
y u / v,proporcionan los resultados de las operaciones indicadas.
Las expresiones bindmicas del producto y del cociente no son muy sugerentes. Las
nociones de médulo y argumento que introduciremos a continuacion, aparte de otras
propiedades mas importantes, permiten dar una interpretacion geométrica intuitiva de
dichas operaciones.

2.1.3 Médulo y Argumento
Si z=a+bies un nimero complejo, a® +b* es un

numero real, cuya raiz cuadrada se llama modulo 4

del complejo z y se denota por |z . '§ -

Geométricamente, el modulo representa la longitud '§o

del vector asociado a z. En MATLAB, el modulo se §

obtiene con abs. S| I b

El moédulo de un complejo juega un papel andlogo &

al del valor absoluto para nimeros reales. Listemos

sus propiedades fundamentales. 0 >
1. |z| >0; |z| =0 solosi z=0. O a eje real

2w

3. |z+w|£|z|+|w|
Estas propiedades definen una norma en C.
La segunda propiedad indica que el modulo del producto de dos complejos es igual al
producto de sus mddulos. Usaremos este hecho en la caracterizacion geométrica del
producto.
La tercera propiedad es la llamada desigualdad triangular. por la interpretacion
geométrica de la suma de complejos.
Llamamos argumento de un numero complejo no nulo z=a+b1i, al angulo que forma
el vector asociado con el semieje real positivo, medido en sentido contrario a las agujas
del reloj. Al dividir z por su modulo, queda un complejo de moédulo 1 cuyo afijo esta
sobre la circunferencia de centro el origen y radio 1. Si llamamos x e y a sus
coordenadas, existe un tnico 0 en [0, 27| tal que
X =coso

2. |zw| =

y =sin0
Decimos que 0 es un argumento del complejo z. Cualquier otro valor que difiera de 6 en
un multiplo entero de 2m es también argumento de z. En MATLAB, el argumento se
obtiene con angle.
Un complejo z puede representarse en forma modulo-argumental o trigonométrica
como
z=|z|(cos® +isin0)

siendo |z| el modulo z y 0 es el argumento.



Aplicando relaciones de trigonometria elemental, se comprueba que el argumento del
producto de dos complejos es la suma de los argumentos de los factores. Como el
argumento de 1 es 0, complejos inversos tienen argumentos opuestos. Asimismo, el
argumento del cociente es la diferencia de los argumentos. Siempre que hablamos de
argumentos, hay que considerarlos definidos salvo adicion de 2km, con k entero.

En consecuencia, podemos decir que para multiplicar complejos, se multiplican los
modulos y se suman los argumentos. Para dividir complejos, se dividen los modulos y
se restan los argumentos. El inverso de z tiene por modulo el inverso del modulo de z y
por argumento el opuesto del argumento de z. Otra forma de caracterizar el inverso de z
es como el conjugado dividido por el cuadrado del modulo. En general se tiene

— 2
ZZ:|Z|

2.1.4 Potencias y raices

De la interpretacion geométrica del
producto se deduce que la potencia n-ésima
de un complejo z tendrd por modulo la
potencia n-ésima del modulo de z y por
argumento n veces el argumento de z. O
sea,

arg(z") =nargz.
Alternativamente, z" =(a +bi)" puede
desarrollarse por la formula de Newton de
la potencia n-ésima de un binomio,

obteniéndose, tras simplificar, la expresion
bindmica del resultado.

270

Ejemplo 1
El complejo z=1+1 tiene modulo V2 y argumento 7 /4. Las sucesivas potencias de z,

z", para k=0,1,2,...,7 tienen de moédulo \/Ek y de argumento km/4. Podemos
calcularlas y representarlas con MATLAB mediante:

z =1 4+ 1i;

compass([z z"2 z*3 z"4 z”5 z*6 z"7 z"78],'r")

El calculo de la raiz enésima de un complejo requiere algo mas de cuidado. En el campo
real, so6lo los niimeros positivos tienen raiz cuadrada y ésta puede tener dos signos. Por
ejemplo, 3 y —3 son raices cuadradas de 9, mientras que —9 no tiene raiz cuadrada. En
cambio, todo real tiene exactamente una raiz ctbica real, por ejemplo, la raiz ctibica de
—8 es —2 y la raiz ctbica de 8 es 2. Estos comportamientos se generalizan a raices de
indice par o impar, respectivamente.

Curiosamente, en el campo complejo, la situacion es mas sencilla. Todo complejo no
nulo tiene exactamente n raices de orden n. Esto constituye un caso particular del
Teorema Fundamental del Algebra que establece que todo polinomio de grado n tiene n
raices (contando la multiplicidad).

Las raices n-simas de un complejo se obtienen facilmente usando la expresion modulo-
argumental.



(cos® +isin@®), tratamos de hallar los complejos

Dado un complejo no nulo z=|z
w= |w|(cosq) +isin(p) tales que w" = z. Por las propiedades de las potencias tenemos

que

| =l =]
de donde |w| es la raiz n-ésima positiva (real) de |z|. Por otra parte,
arg(w") =nargw = argz.

Como el argumento esta definido salvo adicién de multiplos enteros de 2w, tenemos

ne =0 +2km,
de donde
2
o=L ik
n n
expresion que toma distintos valores para £ =0, 1, 2,..., n—1 o para cualesquiera otros

n valores de k consecutivos. En definitiva, tenemos #n raices n-simas distintas de un
complejo z, que escribimos como:

1
w, = z;(coscpk +isin(pk),donde 0, :9+k2—n, para k=0,1,2,...,n—1.
n n

Ejemplo 2

El complejo z = —i tiene mddulo 1 y argumento 37t/2. Las raices clbicas de z tienen

moédulo 1 y argumento %+k27n, para

90 1

k =0,1,2 y sus expresiones son:

T, T .
cos—+isin— =1
2 2

M. Tn A3 1.
coOS—+iI1sm—=—-——1
6 6 2 2
lin . 1ln 3 1.
cCOS——+iI1sSm—=—-——1
6 6 2 2

Representémoslas con MATLAB:
z = —-1;
compass (z, '-.")
hold
for k = 0:2
fi = pi/2 + k*2*pi/3;
compass (cos (fi)+i*sin(fi), 'r")
end

2.1.5 Férmula de Euler

Las funciones reales seno, coseno y exponencial pueden aproximarse indefinidamente
por su desarrollo de Taylor en cualquier intervalo acotado. Si aplicamos el desarrollo de
la exponencial al nimero imaginario ib, podemos escribir



. 2 . 3 . 4 . 5
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y recordando los desarrollos del seno y del coseno ponemos
e =cosO +isind

que constituye la formula de Euler. Podemos rescribir la forma trigonométrica de un
complejo como

z= |z|(cos6 +isin@ )= |z| e
La interpretacion geométrica de producto y cociente se deriva ahora formalmente de las
propiedades de la exponencial.
Definimos formalmente también la exponencial compleja mediante

e’ =e¢"" =e"(cosy+isin y)

]
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Figura 2: Original e imagen de un rectangulo por la exponencial compleja

La exponencial de z es un complejo w cuyo modulo es la exponencial de la parte real de
z 'y cuyo argumento es la parte imaginaria de z, o sea,

W=c", arg(w)=y

X = 10g|w|

z=x+iy=log|w|+iargw

Tomando logaritmos
luego

Como w es la exponencial de z, parece logico decir que z es el logaritmo de w. Mas
precisamente deberiamos decir que z es un logaritmo de w, pues cualquier complejo que
difiera de z en un multiplo entero de 2mi, también lo sera. En resumen,

logw = 10g|w| +i(argw+ 2kn) para cualquier k entero.



2.2 Polinomios

Los polinomios constituyen una clase de funciones de gran importancia, debido a que
son faciles de evaluar y, sobre todo, a que toda funcion continua en un intervalo cerrado
puede aproximarse mediante polinomios.

Los polinomios surgen a menudo en problemas de resolucion de ecuaciones.
Curiosamente, a pesar de la sencillez y las buenas propiedades de los polinomios,
solamente se pueden resolver mediante formulas exactas las ecuaciones polinémicas de
grado no superior a 4. De hecho, las formulas para ecuaciones de grado superior a 2 son
raramente utilizadas; en su lugar se utilizan métodos numéricos.

En esta seccion recordamos las operaciones y propiedades basicas de los polinomios y
las funciones de MATLAB que actian sobre ellos.

Ejemplo 3

Cada mes ahorras parte de tu paga para comprar un regalo a un/a amigo/a. A primeros
de mes, haces un ingreso en una cuenta “remunerada”, hasta que logras reunir la
cantidad deseada. Esta cantidad se expresa como un polinomio que depende de las
imposiciones y del tipo de interés mensual.

El tipo de interés mensual en tanto por uno, 7, es lo que produce 1 euro ingresado en la
cuenta al cabo de un mes. En general, un capital C se convierte en un mes en C(1+r). El
interés compuesto consiste en acumular los intereses al capital al final de cada periodo,
de modo que produzcan a su vez intereses durante el periodo siguiente. En este caso, la
cantidad acumulada al final del primer mes, C(1+r), produce intereses durante el
segundo mes, convirtiéndose al final de este periodo en C(1+r)” y asi sucesivamente.

Si ahorras durante un afio, imponiendo a; euros el primero de enero, a fin de afo tendras
a,(1+7)? =a,x"” euros, siendo x=1+r. Un ingreso de a, euros el 1 de febrero se

- 1 - , . .
convierte en a,x  euros a final de afio y asi sucesivamente. El dinero acumulado a fin
de afio con este plan de ahorro viene dado por el polinomio
_ 12 11
C=ax " +a,x +--+a,x+a,
donde a; es la cantidad impuesta al principio del i-ésimo mes. La cantidad a3

corresponde a una cantidad final que se afiade el Ultimo dia del afio y que no produce
intereses.

2.2.1 Representacion mediante vectores

El polinomio de grado n

p(x)=ax"+ax"" +--+ax+a,,
se representa en MATLAB mediante el vector de longitud n+1

p = lar az . . . an anul

cuyos elementos son los coeficientes del polinomio ordenados de mayor a menor grado.
Incluimos los coeficientes nulos para conservar el grado del polinomio. Por ejemplo, el
polinomio x” se representa mediante el vector [1 0 0], mientras que [1] representa al
polinomio constante 1.



Coeficientes

Voo Vo

p(x)=ax" + azx”_1 +---+ax+a,,,

Coeficiente . o
Indeterminada Término

director independiente

Figura 3 Nomenclatura de polinomios

2.2.2 Operaciones con polinomios

Para operar con polinomios en MATLAB, hay que traducir a operaciones con vectores
las correspondientes operaciones con polinomios. Como la suma, resta y producto por
un escalar se efectian término a término, basta operar con los coeficientes de cada
término. Para sumar o restar en MATLAB polinomios de distinto grado, hay que
representarlos como vectores de la misma longitud.

Ejemplo 4

Para sumar en MATLAB los polinomios x” y 3 hacemos
p = [10 0]

g = [0 0 3]

jShue]

Multiplicar polinomios es tarea facil con MATLAB, usando la funcién conv.

Ejemplo 5

Con MATLAB (x —1)° se puede obtener mediante
p = [1-1];

q = conv(p,p) 5 (x-1)"2

r = conv (g, q) % (x—1)"4

conv (g, r)

Recordemos el resultado fundamental de la division de polinomios:
Dados dos polinomios con coeficientes reales (complejos) p(x) y ¢g(x), con g(x) no nulo,
pueden determinarse de forma unica dos polinomios c(x) y 7(x) tales que

@) p() =q()eclx) + rx)

(i) r(x) es idénticamente nulo o de menor grado que ¢g(x)
Los polinomios c(x) y r(x) se llaman el cociente y el resto de la division. Estos
polinomios pueden obtenerse a mano por el método de Euclides. Afortunadamente, si
no recordamos este procedimiento, podemos recurrir la funciéon deconv de MATLAB,
cuya sintaxis es
[c,r] = deconv(p,q)
siendo p, g, c y r vectores que representan los polinomios dividendo, divisor, cociente
y resto.

Ejemplo 6

Dividimos p(x)=x" —2x* +2x> —x*> +3x+7 por ¢(x)=x" +2, con deconv
p=1[1-22-137];
qg=[1202];



[c,r] = deconv(p,q)

El cociente es c(x) =x" —2x* +3 y el resto 7(x)=3x+1. Se cumplen las propiedades
de la division porque el resto es de menor grado que el divisor y se verifica la relacion
(1), como se comprueba mediante

p - conv(g,c) - r

Los ceros iniciales que MATLAB anade a r sirven para que los sumandos de la
expresion anterior tengan la misma longitud.

2.2.3 Valor de un polinomio. Teorema del resto

Para que la representacion de un polinomio p(x) mediante un vector p resulte practica,
se necesita una forma facil de obtener el valor del polinomio al sustituir la
indeterminada x por un numero dado a. Esto se hace en MATLAB mediante
polyval (p,a).

Ejemplo 7

Si ingresas 10€ el 1 de cada mes, desde el 1 de enero, al 0.3% mensual, ;cuanto habras
acumulado hasta el 1 de enero del afo siguiente? (Incluyendo 10€ de ese ultimo dia).
Siguiendo la idea del Ejemplo 3, construimos un polinomio cuyos coeficientes son las
imposiciones y lo evaluamos en 1+ r, siendo 7 el tipo de interés mensual.

p = 10*ones(1,13); ,
r 0.3/100; Potencias de x

Capital = polyval (p,1+r)

Ejemplo 8 050 -\ -- ...... ...... ay

Para  representar  graficamente  los
polinomios 1, x, x> y x en el intervalo

[-1,1], es mas facil evaluarlos directamente o R AR R
que usar polyval.

x = linspace(-1,1)’ osl. /o Co ]
plot(x, [x.7"0 x x."2 x.73])

title(‘Potencias de x'), grid

Para evaluar a mano un polinomio, en lugar

de sustituir directamente la indeterminada '1_1 05 0 05 p

en la expresion del polinomio, es mas
comodo aplicar la regla de Ruffini, que equivale a dividir el polinomio por x — a, siendo
a el punto en que queremos evaluar el polinomio. La relaciéon entre evaluacion y
division se establece en el siguiente teorema.

Teorema del Resto
El valor del polinomio p(x) en a es el resto de la division de p(x) por x — a.

Ejemplo 9

Aplicamos el teorema del resto para el polinomio p(x) = x> — 1 con a = 2, comprobando
que el resto de la divisioén por x — 2 coincide con el valor del polinomio en 2.
p=1[010-1]; g= [1 -2]

[c, r] = deconv(p,q) % El resto es la Gltima componente de r
polyval (p, 2) % Valor del polinomio en 2



2.2.4 Raices de un polinomio. Divisibilidad.

Decimos que un nimero 7 es raiz del polinomio p(x), si el valor del polinomio en dicho
namero es 0, o sea, p(r) = 0. Por ejemplo, 1 y —1 son raices del polinomio x* — 1.

La existencia y propiedades de las raices estan estrechamente relacionadas con las
propiedades de divisibilidad de polinomios. Como consecuencia del antes mencionado
teorema del resto, se obtiene un resultado que establece esta relacion:

Teorema del Factor
r es raiz de p(x) siy solo si p(x) es divisible por x — r.

Si p(x) admite varios factores de la forma x — r, entonces r es una raiz multiple del
polinomio. Si s6lo admite un factor, es raiz simple. La multiplicidad m de una raiz r del

polinomio p(x) es el maximo entero m tal que (x — r)m divide a p(x). Por ejemplo, O es

una raiz de multiplicidad n del polinomio x".

Los métodos de calculo de raices que se aprenden en la escuela consisten en buscar
factores de la forma x — r del polinomio en cuestion. Naturalmente, estos métodos solo
son practicos para hallar raices enteras y poco mas en casos preparados.

Tedricamente se demuestra (Teorema fundamental del algebra) que un polinomio de
grado n tiene n raices en el cuerpo de los numeros complejos, contando sus
multiplicidades.

La necesidad de trabajar con nimeros complejos se manifiesta con la simple ecuacion

x> +1=0,que no tiene raices reales.
El célculo de todas las raices de un polinomio es un asunto complicado que MATLAB
resuelve de un plumazo con roots.

Ejemplo 10

roots ([1 0 1]) proporciona las raices de x* +1.

Al aplicar roots a un polinomio se obtiene un vector con sus raices. Reciprocamente,
se puede obtener un polinomio a partir de sus raices mediante la funciéon poly.

Ejemplo 11

poly([-i, i1) dacomoresultado [1 0O 17.

2.2.5 Descomposicion en factores irreducibles.
Combinando los teoremas del resto y fundamental del algebra se prueba que todo
polinomio complejo de grado n > 0 se puede escribir como

p(X)=a;(x=r)" (x=r)"™ oo (x—r)™
donde r,r,,...,r, son todas las raices distintas del polinomio p(x). Esta

descomposicion es Unica, salvo el orden de los factores. El exponente m; se denomina
orden de multiplicidad de la raiz r,.

En el caso real, la descomposicion contiene también factores de grado 2
correspondientes a polinomios de segundo grado que no tienen raices reales. Las raices
complejas de un polinomio real aparecen por pares conjugados, es decir, un complejo r
es raiz de un polinomio p(x) de coeficientes reales si y solo si su conjugado 7 es raiz
del polinomio. El producto (x —7)(x —7) es un polinomio real de segundo grado sin

raices reales que aparece en la factorizacion real de p(x).



descompone en producto de factores de la forma (de grado 1, corespondientes a las
raices reales o de grado 2, correspondientes a pares de raices complejas conjugada)

Ejemplo 12

El polinomio x’ —1 tiene una raiz real x=1 y dos raices complejas conjugadas

1.3

x=——= Ti . Sus factorizaciones compleja y real son , respectivamente,

2
x’ —1=(x—1)(x+%—§i}(x+%+§}=(x—1)(x2 +x+1)

2.3 Curvas en coordenadas polares

El radar permite localizar un objeto en el plano
conociendo su distancia a la antena y su
orientacion. Matemdticamente hablando, se fija un P
punto O del plano como origen de distancias o
polo y un semieje que parte del polo a partir del

cual se miden los angulos en sentido contrario a P y

las agujas del reloj. Las coordenadas polares de un

punto P son la distancia p al polo y el angulo 6 0

que forma OP con el eje polar. ‘
Tomando el polo como origen de coordenadas o X eje polar

cartesianas y el eje polar como semieje de
abscisas positivo, la relacion entre las coordenadas polares (0, p) y cartesianas (x, y) del
punto P viene dada por las ecuaciones

x = pcosO

y = psinO
La relacion inversa debe tratarse con mas cuidado, pues, si el punto no es el origen, el
angulo esta definido salvo adicion de multiplos enteros de 27. En todo caso, la distancia

se determina mediante
2 2
p=4x+y

y para obtener el angulo, se elige un valor de 0 tal que

cosh = > y sin@ pa
p p
Este valor es tnico en el intervalo [0, 2n[ o en qualquier trasladado del mismo.

Alternativamente, se suele determinar 6 usando juiciosamente la formula

0 =arctan?
X

Con MATLAB, la distancia del punto (x, y) al origen se obtiene mediante

norm ([x,y]) y el angulo mediante la funcién atan2 (v, x). Observa que abs actua

sobre el vector, mientras que atan2 lo hace sobre las coordenadas en orden inverso.

Ejemplo 13

Las coordenadas polares de (1, —1) son 6 = —TEZ y p= 2. Hacemos el célculo con

MATLAB.

x =1; yv = -1; % Abscisa y ordenada



o°

Distancia
Angulo

= norm([x,y])
z = atan2 (y, x)

o°

La orden polar(z,r,'*'") representa graficamente los puntos del plano cuyas
coordenadas polares estan almacenadas en los vectores z (angulo) y r (distancia).
También se puede pasar de coordenadas cartesianas a polares trabajando con complejos.
Dado el punto (x, y), basta tomar el complejo x + yi y calcular su médulo y su
argumento.

Ejemplo 14

u=1- 1; % Pasa a complejos
r = abs (u) % Mdébdulo

z = angle (u) % Argumento

2.3.1 Circunferencias, cardioides

Las coordenadas polares son tutiles para describir algunas trayectorias, poniendo el
modulo en funcién del angulo, p = f(0), y variando 0 en determinado intervalo. Por
ejemplo, p = 2 es la ecuacion de una circunferencia de centro el origen y radio 2 en
coordenadas polares. Para representarla graficamente escribimos

z = linspace (0, 2*pi);

r = 2*ones(size(z));

polar(z,r)

Las ecuaciones polares p =sin@ y p =cosO corresponden a circunferencias que
pasan por el polo. La primera es tangente al eje polar y la segunda lo tiene por diametro.

270 270

Figura 4: Circunferencias p=2, p =sin@ y p =cos0

z = linspace (0, pi,101);
r = sin(z);
polar(z,r)

z = linspace (0, pi);
r = cos(z);
polar(z,r)



La grafica de ecuacion polar p =sin(® /2) se denomina cardioide. Veamos por qué.

300
270 270

Figura 5: Cardioide p =sin(0 /2)y diagrama de radiacion de antena P =sin”(0)

2.3.2 Diagramas de radiacion de antenas (I)

La densidad de potencia radiada por una antena elemental depende del dngulo respecto
al eje de la antena segin P = P,_sin’(0).

z = linspace (0, 2*pi, 101);

r = sin(z/2);

polar(z,r)

En el caso de un dipolo de longitud L la expresion de la potencia radiada depende de

oy - 3]

sin’ 0
El caso kL =n se denomina dipolo de media onda y el de kL =2n , dipolo de onda
completa.

2.3.3 Espirales arquimediana y logaritmica
La funciéon lineal en polares, p = a0, se representa como una espiral de paso fijo,

llamada espiral de Arquimedes. En la naturaleza aparece frecuentemente la espiral
logaritmicap =e® .
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270 270

IEFigura 6: Espirales arquimediana y logaritmica

Problemas
. Deduce las expresiones siguientes a partir de la formula de Euler.
eix+ e—ix ) eix_e—ix
CoOSX=——) sinx= -
2 21

Deduce de la expresiéon e*'-e”' ="

suma a +b.

las formulas del seno y coseno del angulo

Prueba que la expresion Acost+ Bsint puede ponerse como v A + B sin(t +¢),
para determinado valor de ¢.

Un ahorrista ingresa una cantidad a; al comienzo del j-ésimo periodo, j =1, 2, ...n, a
interés compuesto. El tipo de interés por periodo en tanto por uno es r. Escribe una
funcion que proporcione el saldo de la cuenta al principio de cada periodo.
Representa graficamente la situacion de una cuenta que ofrece un interés del 1% por
periodo, en la que las imposiciones (disposiciones) al inicio de cada periodo son
100, 25, 80, —45, 125, 30, 70.

Divide el polinomio x* —2x—5 porx — 2

a) manualmente, utilizando el algoritmo de division
b) por la regla de Ruffini

c¢) utilizando la orden deconv

Evalua el mismo polinomio en x = 2

d) por sustitucion directa

e) usando polyval

Halla (x—1)° a partir de sus raices.

Halla los coeficientes del polinomio (2x—3)’ y represéntalo graficamente en el
intervalo [1, 2].

Expresa el polinomio p(x)=5x’—x*+3x+1 como combinaciéon lineal de
potencias de (x—1),



10.

11.

12.

13.

14.

15.

p(x)=a(x=17 +b(x-1)> +c(x-1)+d

a) desarrollando las potencias de x—1 e identificando coeficientes de las

potencias de x del mismo grado en ambas expresiones.
b) observando que p(1)=d, p'()=c, p"(H=2b y p"(1)=3-2a.
c) escribiendo p(x) en forma anidada

px)=(a(x=1)+b)(x-D+c)(x-1)+d,
y observando que d es el resto de la division
p(x)=(x-Dp (x)+d,
que c es el resto de la division de p,(x) entre x —1 y asi sucesivamente.

d) Escribe una funcion de MATLAB, g = shiftpol (p,a) que obtenga los
coeficientes ¢ = [qy, 9, ..., d,] de la expresion del polinomio p =
[p1, P2, --., Pn] como combinacion de potencias de x —a.

Las cifras de un nimero entero en notacion decimal son los coeficientes de un
polinomio cuyo valor en 10 es el niimero dado. Los dispositivos electronicos
almacenan y operan con niimeros en base 2, porque basta usar dos cifras, 0 y 1, para
representar todos los niimeros. Para pasar de base 2 a base 10, basta evaluar el
correspondiente polinomio en 2. Por ejemplo, 1101, = 2° + 2% +0-2 + 1 = 13.
Reciprocamente, las cifras de la expresion en base 2 un niimero decimal son los
restos de las divisiones sucesivas por 2 de dicho nimero y sus cocientes. Expresa el
numero 53 en base 2.

La funcién €* se aproxima en un entorno del origen mediante el polinomio de Taylor
2 3 n

X X X
X)=l+x+—+—+--+
P, (x) Y

n!
Representa la funcion exponencial y sus sucesivas aproximaciones en un
intervalo de la forma [ —a, a].

La funcién log(1+x) se aproxima en un entorno del origen mediante el polinomio de
Taylor

2 3 n

P =x= "+ (D)

Representa la funcion log(1+x) y sus sucesivas aproximaciones en el intervalo
]-1, 1[. Observa la diferencia con el problema anterior.

Escribe un fichero de MATLAB que genere dos graficos en la misma ventana (usa
subplot), uno que represente en el plano complejo las raices de un polinomio real, y
otro que represente en el plano cartesiano los valores del mismo polinomio en un
intervalo que contenga las raices reales.

Demuestra que las raices complejas de un polinomio real aparecen en pares
conjugados, es decir, que si a +bi es raiz de un polinomio con coeficientes reales,
a —bitambién lo es. Halla un polinomio real de segundo grado que admita como
raiz. ;Cual es su discriminante?

Halla la descomposicion en factores irreducibles reales del polinomio
P R R N R T
Representa graficamente las curvas

a)p =sin((2k+10), 0 €[0, ] para k=0,+1,£2,...

b)p =sin(2k0), 6 €[-n,n] para k=0,+1,£2,...



¢) Averigua la ecuacion polar de la
curva de la figura.

16. Elige un intervalo adecuado y representa
las siguientes curvas dadas por su
ecuacion polar:
a) 1L
"o
0.1
b —
) P 1+60°
0
C =
) 1+0°
d) p=1logb
log6 270
e) p=
0
1 .
f) , para distintos valores de e.

p:1+e-cos6

2.5 Soluciones

4.

Llamamos ¢; al saldo a principio del periodo ;.

Obviamente, ¢, = a,, porque al principio no se han producido intereses.
Al cabo del primer periodo, se acumula a c; el interés producido, c;7, y la segunda
imposicion, a,. El total es

¢, =c,(1+r)+a,
Durante el segundo periodo se producen intereses por un importe de c,7 y, al final,
se produce la tercera imposicion, a3, dando un total de

c; =c,(1+r)+a,
y asi sucesivamente hasta la Gltima imposicion, a,, con lo que al inicio del periodo n
habra acumulado la cantidad

c,=c, (1+r)+a,
Los calculos en MATLAB pueden efectuarse mediante la funcion siguiente:

function ¢ = ahorro(a,r)

o°

AHORRO Formacidén de capital a interés compuesto.

o°

o°

c = ahorro(a,r)

o°

o°

a: vector de cantidades ingresadas al inicio de cada

periodo
% r: tipo de interés en tanto por uno por periodo
% c: vector de capitales acumulados al inicio de cada periodo
n = length(a);
c(l) = a(l);
for k = 2:n
c(k) = c(k=-1)*(1+r) + a(k);

end



Para hallar la grafica pedida, aplicamos esta funcion a los datos del problema y
usamos la orden bar.

a = [100, 25, 80, -45, 125, 30, 701;
r = 0.01;

c = ahorro(a,r);

bar (c)

title ('Interés compuesto')

xlabel ('Periodo')

ylabel ("Capital')

Nota: Este algoritmo obtiene el cociente y el resto de la division del polinomio
cuyos coeficientes son los elementos del vector a entre x —(1+ 7). Los primeros

elementos de c contienen el cociente y el Ultimo, c(n) es el resto. Constituye la
llamada Regla de Ruffini o algoritmo de Horner. Con MATLAB, este resultado se
puede obtener mediante la expresion

[cociente, resto] = deconv(a, [1, —-(1+r)])

5. a) En el algoritmo clasico, los calculos se disponen de la siguiente forma

x’ -2x-5 |x-2
—x° +2x° x* +2x+2
2x* —2x
—2x> +4x
2x-5
—-2x+4
-1

El cociente es x* +2x+2 y el resto —1.
b) Al ser el denominador de la forma x—a, se obtiene el mismo resultado por
Ruffini, trabajando s6lo con los coeficientes.

1 0 -2 -5
2 2 4 4
1 2 2]-1
Los coeficientes del cociente son 1, 2, 2 y el resto es —1.
c) p=1[10-2-5];
q=[1-2]1];
[c,r] = deconv(p,q)

d p2)=2°-2-2-5=8-4-5=-1.
€) polyval (p,2)

6. El polinomio tiene a 1 como raiz de orden 6. Por tanto sera (salvo factor constante

que en este caso es 1)
poly([1 1 1 1 1 17)

8.¢) El camino mas corto es aplicar Ruffini reiteradamente



5 -1 3 1

1 5 4 7
547‘8
1 5 9
59‘16

1] 5
5| 14

Los restos son los coeficientes de las sucesivas potencias de x —1:
5x° —x* +3x+1=5(x—1)° +14(x—1)> +16(x —1) + 8.

9. Dividimos por 2 sucesivamente y tomamos los restos en orden inverso:

Por tanto, 53 =110101,.

10. La funcion siguiente genera vectores con los sumandos del desarrollo y los
representa sucesivamente en el mismo grafico:

function prob08 (n)
x = linspace(-1,1);
y = exp(x);
plot(x,vy,'r'), hold on,pause
vk = ones(size(x));
ck = 1;
plot (x, yk) ,pause
for k = 1:n
ck = ck*k;
vk = yk + x."k/ck;
plot (x,vk), pause
end

14. a) Con MATLAB. Calculamos en primer lugar las raices del polinomio:
r = roots([1 1 1 1 1 1])

Obtenemos:

0.5000 + 0.86601
0.5000 - 0.86601
-1.0000
-0.5000 + 0.86601
-0.5000 - 0.86601



b)

Observamos que las dos primeras son complejas conjugadas, por lo que dan lugar a

un factor irreducible de segundo grado que podemos obtener con
pl = conv ([l -r(1)], [1 -r(2)])

pl = 1.0000 -1.0000 1.0000
Osea p,(x)=x" —x+1. La tercera raiz, —1, corresponde al factor p,(x)=x+1.

Las dos ultimas raices forman otro par conjugado y, operando como antes tenemos
p3 = conv ([l -r(4)], [1 -r(5)])

p3 = 1.0000 1.0000 1.0000

Es decir, p,(x)=x"+x+1. En conclusién, la descomposiciéon pedida es:
A+ P x+l=( —x+ D+ DX +x+1).

Sin MATLAB. Podemos recordar la formula de la suma de términos de una

progresion geométrica o tener la feliz idea de multiplicar el polinomio dado por
x—1. De las dos maneras se llega a que dicho polinomio tiene las mismas raices

que x° —1, salvo laraiz x =1.
, km . . km ..
Tales raices son x, = cos?+1sm?, para k=0,1,...,5. Eliminando x, =1,

quedan las raices halladas en el apartado anterior y se puede operar como antes, pero
haciendo a mano los calculos.



3 Representacion grafica de funciones (ll)

Muchos procesos de la vida real pueden expresarse mediante funciones elementales y
combinaciones de estas. Los cientificos, economistas y otros investigadores estudian
relaciones entre cantidades. Por ejemplo, un bioquimico investigara el crecimiento de
una poblacion sometida a determinadas condiciones. Un economista estard interesado
en estudiar los beneficios por la fabricacion de un producto. Un ingeniero necesita saber
la relacion entre el peso que puede soportar un objeto y la deformacion que en €l se
puede producir. Todas estas relaciones generalmente se formulan matematicamente
mediante una expresion algebraica que se conoce con el nombre de funcion.

Vamos a estudiar en este tema la representacion grafica de varios tipos de funciones, ya
que disponer de la representacion grafica de una funcidon proporciona informacion, que
puede no ser evidente en los tratamientos algebraicos, sobre el fendmeno o proceso que
se desea analizar.

Hemos utilizado ya algunas 6rdenes graficas de MATLAB para representar expresiones
algebraicas, plot para representar polinomios, compass para representar nimeros
complejos y polar para representar funciones a partir de su expresion en coordenadas
polares.

Veremos algun comando mds para representacion de funciones en general, curvas en
dos y tres dimensiones, coordenadas cartesianas, ecuaciones paramétricas, coordenadas
cilindricas y esféricas.

3.1 Funciones reales de una variable

Una funcion f real de variable real es una aplicaciéon de D en IR que asocia a cada
elemento x € D < R un numero real y, D es el dominio de la funcion.

Para representar geométricamente una funcién y = f(x) como una grafica, es tradicional
usar el sistema de coordenadas cartesianas, con las unidades para la variable
independiente x en el eje horizontal y las de la variable dependiente y en el eje vertical.
Grafica de una funcion:

La grafica de una funcion f es el conjunto de todos los puntos del plano cuyas
coordenadas (x, y) verifican y = f(x) siendo x del dominio de /.

En general en MATLAB utilizaremos plot para representar pares de valores de una
funcion.

La orden plot (x,y) representa los pares (Xi, Y1), (X2, ¥2)s <y (Xus ¥n), siendo el vector

X = (X1, X2 .., Xy) del dominio y el vector y = (1, y2 ..., yn) las imdagenes
correspondientes. Por defecto, plot une puntos consecutivos mediante un segmento, por
lo que la representacion serd mas perfecta cuantos mas puntos pongamos.

Ejemplo 1

Una poblacion de 100.000 bacterias se introduce en un cultivo, siendo su niimero al
cabo de x horas:

f(x)=10°(1+log(x* +1))
para estudiar la influencia de este cultivo en el crecimiento de la poblacion conviene

representar la funcion f(x).
x=0:24;



y=le5* (1+log (x.”2+1));

plot (x,y)

Observamos que la poblacion a lo largo del dia sigue multiplicandose pero cada vez de
forma menos acusada Afiadiendo un tercer argumento a plot, modificamos el color y el
estilo del trazo. Asi, con

plot(x,y,"'*")

visualizamos los puntos que determinan la funcién del ejemplo anterior. Para trazar la
gréfica de la funcién de color rojo, por ejemplo, en el mismo grafico hacemos
plot(x,y,'*',x,y,'c")

Con help plot vemos las distintas combinaciones de caracteres validas como tercer
argumento de esa funcion.

La orden title sirve, como su nombre indica, para poner un titulo al grafico.
Igualmente podemos poner titulos en los ejes con xlabel € ylabel. El argumento de

estas funciones ha de ser una cadena o variable de este tipo.
title ('poblacidén de bacterias'
xlabel ('Abscisas'), ylabel ('Ordenadas"')

x 10° poblacion de bacterias
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Abscisas

Ejemplo 2

Representa la funcion de beneficios de una empresa si al vender un producto hasta un
tope de 5000 unidades estos viene dados por B(x)=x’ — 9x° + 24x, donde x son miles de
unidades.

x=0:.1:5;y=x."3-9*x.72+24*x; plot(x,y )

Podemos anadir cualquier texto sobre el grafico sin mas que indicar la posicion en que
debe aparecer, bien mediante coordenadas o con el raton. Para escribir la palabra
Maximo en el punto de coordenadas (2, 20) utilizamos

text (2,20, '"Maximo"')

También podemos situar el texto con el raton

gtext ('Minimo")

Las instrucciones interactivas, como pause, gtext, etc. para ser ejecutadas las
tienes que probar en MATLAB, no se pueden ejecutar desde Word.



3.2 Curvas en 2D

Una aplicacion continua f definida en un intervalo de la recta real IR y con valores en el
plano IR se llama curva en dos dimensiones.

Ecuaciones paramétricas
Supongamos que al niimero real ¢ corresponde el punto f{?), cuyas coordenadas respecto
a un sistema de referencia son (x(?), y(¢)). Entonces la curva f se puede describir como la
aplicacion que a cada t de IR hace corresponder el punto (x, y) = (x(?), y(t)). Se dice
que:

x =x(1)

Y=y te R
son las ecuaciones paramétricas de la curva, ¢ es el parametro, en muchas ocasiones
representa el tiempo y asi tenemos la posicion de un objeto a lo largo del tiempo.

Ejemplo 3

La curva definida por la aplicacion que a cada niimero real ¢ le hace corresponder el
punto (x, y) dado por:
X=Xx9 T tvy
y=yottv:
es una recta en el plano que pasa por el punto (x, yy) y es paralela al vector (v;, v,).
Para representar la recta que pasa por el punto (2, -7) y tiene la direccion del vector
(3, -2) hacemos:
t=0:3;v=[3,-2]; x=2+t*v(l); y=-1+t*v(2); plot(x,vVy)
realmente representamos el segmento de recta comprendido entre (2, -1) y (11, -7).

3.2.1 Circunferencia

. . ., . 2, .2_ .2
La circunferencia representada por ecuacion cartesiana por x° + y° = 7~ se expresa en
ecuaciones paramétricas de la siguiente forma:

P=(x, y) xX=r cgs t
y=rsint

Con lo que para representar en MATLAB la circunferencia de centro (0,0) y radio 1
basta hacer:

t = 0:.01:2%*pi; r=1; x=r*cos(t);y=r*sin(t); plot(x,y),axis equal
La orden hold on hard que la proxima grafica se inserte en la misma figura, para

dibujar un circunferencia concéntrica con la anterior pero de menor radio, hacemos:
hold on, r=0.5; x=r*cos(t);y=r*sin(t); plot(x,vy),hold off

Recuerda que debes hacer hold off para desactivar el comando hold



En general la circunferencia de centro (a, b) y radio r, que en coordenadas cartesianas
sera
(x—a) +(y-b) =7
tendra por ecuaciones paramétricas:
xX=a-trcost
y=b+rsint
Prueba a representar por ejemplo la circunferencia de centro (-2, 3) y r=2;

3.2.2 Cicloide

Las ecuaciones paramétricas de una curva aparecen frecuentemente en la descripcion
de trayectorias de moviles, cuya posicion en el plano viene dada por dos funciones (x(?),
y(1) del tiempo, ¢, que es el pardmetro. Por ejemplo, se llama cicloide a la trayectoria de
un punto de una circunferencia que rueda sin deslizarse sobre una recta, se obtiene con:

t = 0:p1/100:2%p1;

2
y = 1l-cos(t); sl
x = t-sin(t); il Q! Cicloide
plot(x,v) 05t
axis equal 05 | 5 3 4 5 6

3.2.3 Ruletas

Las ruletas son una variedad de cicloides, se obtienen por el desplazamiento de una
circunferencia sobre otra.

Se trata de obtener la trayectoria de un punto fijo P de una circunferencia de radio ¢, que
es tangente exterior a otra circunferencia fija de radio a y rueda sobre ella con velocidad
constante, como indica la siguiente figura:

t=0 >0

Si en el momento inicial el punto de contacto de ambas circunferencias es (a, 0) y al
cabo de un tiempo ¢ suponemos que la circunferencia que se desliza recorre un angulo la
ecuacion de la trayectoria es:

t = 0:p1/100:2*pi; a=2; c=1;
x=(a+c) *cos (t) —c*cos ((a+tc) *t/c);
y=(a+c) *sin(t)-c*sin((atc)*t/c);



plot(x,vy)
axis equal

La curva obtenida se llama epicicloide.
Represéntala para valores de los pardmetros a = 2; ¢ = 0.5, y comprueba que para a = ¢
la curva obtenida es una cardioide, curva que ya vimos en coordenadas polares.

t = 0:pi/100:2*pi; a=1; c=1;
x=(a+c) *cos (t) —c*cos ((a+tc) *t/c);
y=(a+c) *sin (t)-c*sin((a+tc)*t/c);
plot (x,v)

axis equal

Si suponemos que la circunferencia que se desliza es tangente interior a la primera
tenemos una ruleta distinta que se denomina hipocicloide.



t=0 >0
t = 0:p1i/100:2*pi; a=2; c=0.5;
x=(a-c) *cos (t)+c*cos ((a-c)*t/c);
y=(a-c)*sin(t)-sin((a-c)*t/c);
plot(x,y)

axis equal

En el caso de ¢=a/2 la curva que se obtiene es un astroide. Dibujala.

3.3 Funciones reales de dos variables

Una funcion f real de dos variables es una aplicacion de D en IR que asocia a cada
2 , .. .
elemento (x,y) e D < IR” un nimero real z; D es el dominio de la funcion.

Para representar geométricamente una funcion z = f{x,y) como una grafica, es
tradicional usar el sistema de coordenadas cartesianas de IR con las unidades para la
variables independientes x e y en el plano horizontal XY y las de la variable dependiente
z en el eje vertical.

Grafica de una funcion:
La grafica de una funciéon f es el conjunto de todos los puntos del espacio cuyas
coordenadas (x, y, z) verifican z = f{x,y) siendo (x, y) del dominio de f.

La idea basica para representar funciones de dos variables es evaluarlas en un conjunto
de puntos del plano XY formando una malla rectangular, almacenar estos valores en una
matriz z y utilizar 6rdenes de MATLAB que representan estos valores como alturas
sobre el plano XY.

Ejemplo 4

La elasticidad por flexion es el fendémeno de deformacion de un cuerpo, por efecto de
una fuerza proporcional a su dimension mayor, y el so6lido se deforma de tal modo que
el sistema de laminas planas paralelas se encorvan formando un haz de superficies
curvas.
La deformacién d para una barra de longitud / sometida a una fuerza transversal F
aplicada en su centro tiene por valor:

F P

d=—"_
4E ah’



siendo F el peso o fuerza que se aplica, /, a, h: longitud, anchura y altura de la barray £
el modulo de elasticidad de Young.

Consideremos laminas de cobre de longitud
constante 10 cm y de anchura a y grosor h
variables, sobre las que se aplica una fuerza
de 5.1x10® dinas. El modulo de Young del
cobre es de 9.0x 10" dinas/em®. La
deformacion queda como una funcién de
dos variables, la anchura y grosor de las
laminas.

Representacion de d en funcion de a y h.
Damos a la anchura a valores entre 5 y 10 mm y a la altura h entre 2 y 4 mm.
observamos que si calculamos directamente d obtenemos un error de dimensiones,
MATLAB nos ayuda con la orden meshgrid, que a partir de un conjunto de valores de a
y otro de h, crea dos matrices, A y H, con las coordenadas de los puntos de la malla. La
matriz d se obtiene evaluando la funcion a representar sobre el par de matrices
obtenidas. Hay que tener cuidado en emplear las versiones 'punto' de las operaciones
producto, cociente y potencia, pues la funcion actiia elemento a elemento.
a = 0.5:0.01:1; h=0.2:.01:0.4;
F =5.1e8;

E=9ell;

[A,H]=meshgrid(a,h);% ;Truco!

d=F*100"3./ (4*E.*A.*H."3) ;

surf (a,h,d)
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Ejemplo 5

Sabemos que una ecuacion lineal en tres dimensiones representa un plano en el espacio
R°, representa el plano 2x—3y+z =1

x = -1:0.1:1; v = -1:.1:1;

[X,Y] = meshgrid(x,vVy);

z=1+3*Y-2*X;

surf(x,vy,z)

Representemos en la misma figura un plano paralelo a éste y otro que lo corte.

hold on

z=6+3*Y-2*X; %Plano paralelo, con el mismo vector caracteristico
surf (x,vy,z)
hold on
z=1-Y+5*X;
surf(x,vy,z)
hold off

3.3.1 Paraboloide hiperbdlico

La funcion z = xy es la ecuacion de una superficie llamada paraboloide
hiperbolico. La representamos en el rectdngulo [-1,1]x[—1,1], en este caso es mas facil
disponer los valores de la funcion en una matriz z de modo que la posicion en la matriz
corresponda con las coordenadas del punto (x,y), y podemos prescindir de la instruccién

meshgrid.
x =-1:0.1:1; vy = -1:.1:1;
z = y'*x; % ColumnaxFila=Matriz cuadrada

surf (x,vy,z) % Superficie de placas




Puedes utilizar también la instruccion mesh para obtener el armazon de la superficie
mesh (x,vy, z) % Armazdn de la superficie

3.3.2 Paraboloide eliptico
Representemos el paraboloide eliptico z = x” + )7 en [-1,1]x[-1,1]

x = -1:0.1:1; v = -1:.1:1;
[X,Y] = meshgrid(x,Vy); % jTruco!
z = X."2 + Y."2; % !0jo al punto!

surf (x,y,z)

3.4 Curvas y tonos de nivel

Se llaman curvas de nivel de una funcion z = f(x,y) a la curva del plano XY para la que
la funcién toma un valor constante f{x,y) =c 6 z = ¢;

Por ejemplo las curvas de nivel del paraboloide eliptico son x° + )° = ¢, representan
pues circunferencias en el plano XY, se pueden obtener en MATLAB con:

contour (x,vy, z) % Curvas de nivel

surfc(x,y,z) % Superficie y curvas de nivel



waterfall (x,vy,z) % Cortes verticales
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El aspecto de la superticie puede moditicarse de varias maneras.

con surfl se ilumina la superficie desde una fuente de luz. Prueba las siguientes opciones
surfl(x,y,z,[0.5,0.5,0])%foco de luz en la posicién [0.5,0.5,0])
surfl (x,vy,z,[0,0,1])

surfl(x,y,z,[10,10,107)

surfl (x,vy,z,[0.5,0.5,1])

Para crear una malla transparente hacemos

mesh(x,y,z), hiden off

Con hidden on volvemos al estado normal en el que se ocultan las lineas posteriores.
Las opciones de sombreado muestran u ocultan la malla sobre la superficie.
surf(x,vy,z), shading flat % sin malla

shading interp % color degradado

shading faceted % losetas con borde



El color se cambia con colormap que tiene algunas opciones predefinidas (ver la ayuda
de graph3)

colormap pink

3.4.1 Sombrero

la funcion z= 3 cos((x*+y?)/3)/(3+x’+y?) se denomina sombrero, vamos a representarla:
x = =-5:0.1:5;, y = -5:.1:5;

[X,Y] = meshgrid(x,vy);

z = 3*cos((X."2 + Y."2)/3)./(3+X.72 + Y.”2);, % !'0jo al punto!
surf(x,y,z), hold on

ccontour3(x,vy,z,'r")

Podemos ver distintas posiciones del sombrero, ya que el punto de vista de un grafico
en 3D puede modificarse interactivamente con el ratoén, haciendo
rotate3d %

Recuerda que las instrucciones interactivas las tienes que probar directamente en
Matlab, no a través de Word.

La opcidon view (x,v,z) nos permite especificar el punto de vista de la superficie



view([5,5,-5])%(x,vy,2) posicion en coordenadas cartesianas.
view (0, 0) %(h,v) h rotacidén horizontal, v elevacidédn vertical

La funcion pcolor muestra un rectangulo coloreado segun el valor que se representa.
Vamos a utilizar la orden subplot para crear varias graficas en una misma figura.
subplot (m,n,1) mxn graficas distribuidas en m filas y n columnas, i grafica que vamos a
introducir.

Ejemplo 6

Representa la funcion z = sen x cos y en [0,27]%[0,2x]

x = 0:pi/10:2%pi; y = x;

[X,Y] = meshgrid(x,vVy);

z = sin(X) .*sin (Y) ;

subplot(2,1,1),surf(x,y,z) % dos graficas distribuidas en dos

filas y una columna,surf(x,y,z)% primera grafica
subplot(2,1,2),pcolor(x,vy,z),% segunda grafica

_‘“‘.‘“ ‘ L I “" _y
= ﬁ*v\*_g

fun

Jugando con las opciones de sombreado y afiadiendo curvas de nivel en negro, creamos

un mapa fisico

hold, shading interp, contour(x,v,z,'k"'), hold

Si en cambio queremos mostrar las curvas de nivel sobre la superficie, hacemos lo
mismo con surf'y contour3

surf(x,vy,z), shading interp, hold

contour3(x,v,z,'k"), hold

3.5 Curvas en 3D



Al igual que en el plano, la trayectoria un mévil en el espacio puede definirse mediante
sus ecuaciones paramétricas, (x(t), y(¢), z(t)), donde ¢ varia en un intervalo y X, y y z son
las coordenadas del movil en funcion de z.
En tres dimensiones la ecuacion de las ecuaciones paramétricas de la recta seran:

X=Xx9 T tvy

Y=yt tv;

z=2zZp T tv3

Por ejemplo la que pasa por el punto (0, -2,-1) y tiene la direccion del vector

(3,2, -1) sera:
t=-1:.01:1;p=[0,-2,-1]1;,v=[3,2,-1]1;x=p(l)+t*v (1) ,;y=p(2)+t*v(2);
z=p (3)+tt*v (3) ;plot3(x,v,z)

3.5.1 Hélice
Si x e y describen una circunferencia y z avanza linealmente, tenemos la trayectoria de
una hélice, sus ecuaciones paramétricas seran:

X=rcost
y=rsint
z=kt

La representamos con:

t = 0:p1/500:4*pi;r=3; k=2;

X = r*sin(t); y =r* cos(t); z = k*t;

plot3(x,vy,2z)
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A los puntos t; y ¢;+ 2z corresponden los puntos M;= ('r cos t;, v sin t;, ht;) y

M>=(r cos t;, r sin t;, ht;+2m h), la distancia entre estos dos puntos 27 || se llama paso
de la hélice.

Dibuja dos hélices entrelazadas con

t = 0:p1i/500:4*pi;

X = sin(t); y = cos(t); z = t;



plot3(x,y,z,'r',-x,-y,-2,'qg")
Para dibujar una trayectoria helicoidal sobre una superficie conica haz:

t

X

0:p1/400:20%p1;
t.*sin(t); y = t.*cos(t);
plot3(x,y,t)
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3.6 Lineas de maxima pendiente

Dada una funcién de dos variables z = f{x,y) podemos obtener su vector

gradiente Vf = [zl,zlj evaluado en un conjunto de puntos y representarlo junto a las
X oy

curvas de nivel. Notemos que el gradiente en cada punto tiene la direccion de maxima
variacion de la funcion y es perpendicular a las curvas de nivel de la superficie.

maximo ascenso

fx,y)=1-(x*+y%)

\a ( X, V)|_

of o
W)= LL - (2 2)
W
Vf(xo,yo):(—2x0,—2y0) 0+ ::asss;\\}
9% “\\' O\

minimo descenso
-V (x v




veamoslo en el caso del paraboloide eliptico:

x = -1:0.1:1; vy = -1:.1:1;

[X,Y] = meshgrid(x,Vy); % jTruco!

z = X."2 +Y."2;

[dx,dy] = gradient(z,.1l,.1);%0btiene el gradiente de z en 1los

puntos de la malla [X,Y].

contour(z),hold on,

quiver (dx,dy), srepresenta los vectores (dx,dy) mediante flechas;
hold off
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3.7 Cool

Si las coordenadas x e y de un punto P(x,y,z) del espacio se sustituyen por las
coordenadas polares » y 6, la terna r,6, z se denominan coordenadas cilindricas del
punto P. El nimero no negativo r representa ahora la distancia del punto P al eje z tal
como se indica en la figura. Los puntos del espacio para los que » es constante
equidistan del eje z y por tanto pertenecen a un cilindro circular (de aqui el nombre de
coordenadas cilindricas).

P(x,y,2)




y=rsin 0
z=z
Paso de c.cartesianas a c. cilindricas

tg6‘=1
X

z=z
Paso de c. cilindricas a c.cartesianas
x=r cos 0

Las coordenadas cilindricas son muy convenientes para representar cilindros y
superficies de revolucion en general, para las cuales el eje z sea un eje de simetria.
Cilindro x” + y* = &’ coordenadas cartesianas r = a coordenadas cilindricas.
Cono x° + y” = 2 coordenadas cartesianas r =z coordenadas cilindricas
Generar superficies de revolucion es muy facil con MATLAB. Basta crear un vector
con los radios de la superficie a intervalos regulares del eje de revolucion y utilizar la
funcion cylinder.
r=1; cylinder (r)%cilindro x?+y*=1, 6 r=1 en c. cilindricas
Por lo que un cilindro de radio 3 lo representaremos con:

rr=3;,cylinder (rr);

Para el cono el vector de radios sera variable:
r=-2:.1:2; cylinder (r)



3.8 Coordenadas esféricas

Un punto P(x,y,z) del espacio se representa en coordenadas esféricas mediante la terna
(r, 6, ¢) de modo que:

r es la distancia del origen al punto P.
O es el angulo polar.

¢ es angulo, que forma el semieje positivo z con la semirrecta de origen el de
coordenadas y que contiene a P. 0<¢ <

Paso de c. esféricas a c. cartesianas
A x=rsin ¢ cos &
. y=rsin ¢ sin &
~

'\i:\. z=r cos ¢

Paso de c.cartesianas a c. esféricas

. r=qx>+y>+2°

0059:%

X" +y

> z
cos¢ =

X2+ i+ 27

2, 2, 2_ 2 -
La esfera x“+ y°+ z° = a” en coordenadas esféricas es ¢ = a

En MATLAB puedes dibujar la esfera de radio 1 simplemente con:
sphere, axis equal



4 Problemas
1.-Las ecuaciones paramétricas de una elipse son:

X=acost
y=bsint
donde a y b son los semiejes. Representa la elipse de ecuaciones

2 2

cartesianas,? + )1/_6 =1, pasandola previamente a ecuaciones paramétricas y obtén en
la misma grafica la hipérbola x y = [ para obtener una aproximaciéon de los punto de
corte de ambas conicas.

2.- La funcién y(t) = I-¢”, donde t es el tiempo y b>0, describe muchos procesos de
ingenieria, como la temperatura de un objeto que esta siendo calentado etc. Investiga el
efecto del parametro b en la funcion y(?), representando y para varios valores de b en la
misma grafica. Al cabo de cuanto tiempo y(7) alcanzara el 98% de su valor asintotico?.

3.- Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas opuestas separadas por una distancia d. El
potencial eléctrico en un punto es la suma de los potenciales de cada carga. Si una de las
cargas ¢ esta en la posicion (a,b) y la otra —q en (-a,-b). el potencial eléctrico es:

1 1
(X, y) = ——(—=—)
drg, r, 1

siendo:

r. =(x—a)’ +(y—b)’
ro=(x+a)’ +(y+b)’

Sabiendo que el campo eléctrico y el potencial verifican la relacion:

E(x,y) =-Vv(x,y)



utiliza los comandos de MATLAB gradient, y quiver para calcular y representar el
campo eléctrico y las curvas de nivel del potencial, producido por dos cargas opuestas

de 2x10-6 Cy k= =9x10’, en la posicion (1.5,-1.5) y (-1.5,1.5).

4re,

4.- Representa graficamente unos cuantos elementos de las sucesiones siguientes:
a, = sen(nmw'2)
b, = (1+1/n)"
¢, =(-1)"

Elige un estilo de trazado que deje los puntos aislados .

5.- Dados dos nimeros a < b, obtén un vector x cuyas componentes sean los extremos
de los intervalos obtenidos al dividir /a, b/ en n partes iguales. El vector x tiene n + /
componentes a las que llamamos a = xyp < x; < x, < ... < x, = b. Elegir
adecuadamente a, b y n para obtener representaciones graficas de los valores en x de las
siguientes funciones:

a) f(x) =senx d) fix) = 1/x
b) f(x) =sinhx e) fix) = 1/(1+x°)
¢) flx)=logx D) = 1/(1-x)

6.- La ecuacion de los gases perfectos nos da la relacion entre la presion P, la
temperatura absoluta 7, la masa m y el volumen V de un gas:

pV =mRT
donde R es la constante del gas, para el aire 286.7 (Newton metro/ kilogramo grados
Kelvin) si estamos en una habitacion a 20°C = 293° K.
Crea una grafica que exprese la relacion entre la presion y el volumen para tres masas
de aire de IKg, 3, kg'y 7 kg con 20< V<100, nr’.

7.- Representa la funcion (x(2),y(t))=(cosh t, sinh t). {Qué tipo de asintotas presenta esta
funcion?

8.- Representa las siguientes funciones en tres dimensiones junto a sus curvas de nivel:
_ 2 2 _ 2 _ 23 _
A)z=x -y b)yz=(x+y) c)z=xy d)z=senxseny

9.- Una placa cuadrada de metal se calienta a §0° C en la esquina correspondiente a x =
vy = 1. La temperatura se distribuye segun la funcion:

T =80e 1 g0
Obtener la superficie y curvas de nivel para la temperatura. Pon titulos a los ejes (Cual
es la temperatura a la esquina correspondiente ax =y = 0?;

6 Soluciones

Problema 1

t=0:.1:2%pi;
x=3*sin (t) ;
y=4*cos (t) ;



xd=0.1:.1:5;xi=-5:.1:-0.1; %ara representar una grafica hemos de
tener en cuenta los valores que nos interesa dar a la variable
independiente.

yd=1./xh;yi=1./xi;

plot(x,vy,xd,yd,xi,vyi)

Asi tienes una aproximacion de los puntos de corte que en este caso se pueden obtener
facilmente con la instruccion:

roots([16,0,-9*16,0,91)

Problema 2

for b=1:4
t=0:.1:2;
y=1l-exp (-b*t);
plot(t,y),text(l,y(11l),['b =", num2str(b)])
hold on
end
title ('Proceso de calentamiento de un cuerpo')

hold off

Al aumentar b, mas rapido es el proceso. La funcidn tiene un comportamiento asintotico
eny =1, por lo que para llegar al 98% tendremos:
y=1-¢™ =0.98 de donde t= 4/b.

Problema 3

g=2e-6; k=9e9; a=1.5; b=-1.5;

x=-10:1:10; y=X;

[X,Y]=meshgrid(x, V) ;

rp=sqgrt ((X-a) ."2+(Y¥Y-b) ."2);

rn=sqgrt ((X+a) .2+ (Y+b) ."2);

V=g*k* (rp.” (-1)-rn.” (-1));

i=find (V>5000);V(i)=5000*ones (length (i), 1)

i=find (V<-5000);V(i)=-5000*%0ones (length (i), 1)
[Ex,Ey]=gradient (-V,1,1);

E=sqgrt (Ex."2+Ey."2);

Ex=Ex./E; Ey=Ey./E;%normalizamos el vector E para que las
%$flechas que lo representan sean del mismo orden.
contour (X,Y,V)

title ('E1l campo (flechas) y el potencial de un dipolo')
axis ('square')

hold on

plot(a,b,'oc',-a,-b,'o"); plot(a,b,'+',-a,-b,"'=-");
quiver (X,Y,Ex,Ey)

hold off

El campo (flechas) y el potencial de un dipolo
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Observa que la direccion del campo eléctrico es siempre perpendicular a las curvas de
nivel del potencial.
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ADVERTENCIA:

t=0:0.01: 2*pi ; r=1; x=r*cos(t); y=r*sin(t); plot(x,y),axis equal
tiene un hueco ala derecha, porque no acaba en 2* pi

t=0: pi/200 : 2*pi ;

serialo correcto

PARA HACER EL GRADIENTE! :
x=-1.0.25:1; y=x
[X,Y]=meshgrid(x,y)

Z =-X"2-Y .2 %lafuncion que sea
[dX,dY] = gradient(Z);

%con quiver se representa en cada punto un vector con las componentes
gue selediga

quiver(X,Y,dX,dY)
%ahora se pueden superponer |os contornos
hold

contour(X,Y,Z)

COORDENADASCILINDRICAS:
g:

r=-2:2;

con cylinder(r)

COORDENADAS ESFERICAS:

las polares en 3D

file:///E|[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20A signaturas/...%620M atemati cas/ Primer%20Cuatri mestre/ Practi ca%203/notas.txt [09/03/2008 13:49:10]



4 Aplicaciones de los sistemas lineales (I)

Muchos problemas en ciencias sociales, ingenieria, genética, etc..., se reducen
finalmente a resolver un sistema de ecuaciones lineales. Este es uno de los problemas
centrales del Algebra Lineal, junto con el céalculo de valores y vectores propios.
[lustramos su importancia mediante tres ejemplos: un circuito eléctrico sencillo, el flujo
de trafico en una red de calles y la distribucion de la temperatura en una barra en estado
estacionario.
Los métodos directos para sistemas lineales consisten en transformar el sistema en otro
equivalente mas sencillo de resolver, por ejemplo un sistema triangular.
Esta transformacion se interpreta matricialmente como una descomposicion de la matriz
del sistema en dos factores triangulares. Estos factores contienen toda la informacion
relevante, de modo que cualquier sistema con la misma matriz, puede resolverse
conociendo estos factores, sin mas que resolver dos sistemas triangulares.

El proceso de eliminacion, si funciona sin dificultades, produce ademas de la matriz
triangular superior U otra matriz triangular inferior unidad L tal que 4 = L-U.
El elemento (i,k) de la matriz L, con i>k, es el multiplicador usado para eliminar la
variable x; de la ecuacion i-€sima, utilizando ay como pivote.
El conocimiento de la descomposicion de una matriz 4 en factores triangulares LU
facilita la resolucion de posteriores sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz
A y distintos términos independientes.
En lugar de resolver el sistema de matriz 4, resolvemos dos sistemas triangulares

Ly=b,; Ux=y.

Asi se ahorra trabajo, pues no hay que repetir los pasos de la fase de eliminacion sobre
toda la matriz, sino sélo sobre los nuevos términos independientes (mediante la
sustitucion progresiva en Ly=b).
Obtenido y, se resuelve el segundo sistema Ux=y, por sustitucion regresiva. El coste de
resolucion de estos sistemas triangulares es del orden de n’ operaciones, mientas que la
eliminacién sobre la matriz completa ha costado del orden de n’ operaciones.

MATLAB proporciona también la descomposicion LU de una matriz, mediante la
funcioén lu.

Si la eliminacion tiene lugar sin intercambio de filas, utilizamos
[L,U]=lu(A)

En el caso general, hay que efectuar una permutacion de filas de A para poder

factorizar. La matriz de esta permutacion se obtiene junto con los factores L'y U de
[L,UP]=lu(A)

verificandose la relacion P4 = LU.

Las operaciones elementales de la eliminacion pueden aplicarse simultdneamente a

varios términos independientes, con lo que resolvemos varios sistemas de una vez. Un

caso particular interesante es el calculo de la inversa de una matriz 4, que puede

interpretarse como la resolucion de n sistemas lineales de matriz 4 y términos

independientes, las columnas de la matriz identidad de orden n.

Ejemplo 1

Dada la matriz del calor
A=matcalor (3)



2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2

Con la funciéon 1u  nos proporciona la descoposicion LU de la matriz 4
lu(A)

ans =
2.0000 -1.0000 0
0.5000 1.5000 -1.0000
0 0.6667 1.3333

Los sistemas lineales surgen a menudo de la discretizacién de problemas de frontera de
ecuaciones diferenciales lineales, ordinarias o en derivadas parciales. La discretizacion
consiste en sustituir las derivadas por cocientes en diferencias en ciertos puntos del
dominio. Asi se obtienen sistemas de ecuaciones que se caracterizan por tener un
elevado numero de incognitas, al tiempo que en cada ecuacion solo aparecen unas
pocas. Las matrices de estos sistemas se denominan matrices dispersas y son de gran
importancia en las aplicaciones.

4.1 Ecuacion del calor

El problema del calor es un ejemplo de obtencion de sistemas lineales por
discretizaciéon de problemas continuos, normalmente formulados en términos de
ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales, aunque aqui daremos una
justificacion intuitiva de las ecuaciones planteadas.

Consideramos una barra conductora del calor cuyos extremos estan a temperatura
conocida T, y T, respectivamente. Queremos hallar la temperatura a lo largo de la barra
en estado estacionario.

Modelo Matematico Matriz Asociada

T() T] .......... Tn Tn+1

Para resolver numéricamente problemas de este tipo, consideramos un niimero
finito de puntos a lo largo de la barra, por ejemplo, dividimos la longitud en n+1/ partes
iguales, tomando » puntos equiespaciados llamados nodos, x;, x, ..., X, y estimaremos la
temperatura de estos puntos, 7}, 7>, ..., T,.

En el estado estacionario, suponemos que la temperatura en cada nodo es la
media de las temperaturas de los nodos adyacentes. Al imponer esta condicién a cada
nodo obtenemos un sistema de ecuaciones lineales. Los valores de la temperatura en los
extremos pasan al segundo miembro constituyendo los términos independientes.



T=(T,+T,)/2
T,=(T,+T; )/2
T, =(T,+T,)/2

T,=(T,,+T,,)/2
La matriz de este sistema tiene unas caracteristicas especiales que
aprovecharemos para su resolucion. Se trata de una matriz tridiagonal simétrica; los
elementos de la diagonal principal valen 2 y los de las diagonales situadas
inmediatamente por encima y por debajo de la diagonal principal —1

2 -1
-1 2 -1
-1 2
' .-l
-1 2

Ejemplo 2

Construimos esta matriz utilizando la orden diag (v) de MATLAB, que sitia en una
diagonal determinada los elementos del vector v. En nuestro caso hacemos:

n=>35;
v =ones(n-1,1);
calor = 2*eye(n) - diag(v,-1) - diag(v,1)

calor =
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

El segundo argumento de diag indica en que diagonal hay que colocar los elementos de
v. Las diagonales se numeran a partir de la principal, que es la diagonal 0. La 1 esta
situada justo encima de la principal y la —1 justo debajo. En general la diagonal k esta
formada por los elementos aj;

4.2 Red de calles

El flujo de trafico en una red de calles se modeliza mediante un sistema de ecuaciones
lineales. Supongamos una zona de la ciudad formada por calles que se cruzan



perpendicularmente en los puntos 4, B, ..., F, como se muestra en la figura. Las calles
son de sentido Unico de circulacion indicado por las flechas. Denotamos el flujo de
trafico entre los cruces por las variables x;, i = I, 2, ..., 7. Junto a cada cruce aparece el
nimero de vehiculos que entran o salen por hora de la zona estudiada.

300 200 100
500 ¢ X1 A X2 l
> > > >
A B C
600
X3y X4 A W
400 D X E X7 F
< < < <
350 ¥ 600 T 400 ¥ 450

Tratamos de ver si se puede cortar la circulacion de las calles 6 y 7 para realizar
obras sin afectar el trafico ajeno a la zona considerada. Formularemos el problema
mediante un sistema de ecuaciones lineales. Suponemos que el trafico no se acumula en
las intersecciones. Entonces, el trafico que entra en cada cruce debe ser igual al que sale.

Ejemplo 3

El trafico que llega al cruce E es, segun el mapa, x; + 600. El trafico que sale es x4 + xs.
Asi obtenemos x4 + x5 = 600 + x7, 0 bien
X4 + X6 —X7 = 600.

El analisis de cada cruce proporciona el siguiente sistema:

X1 X3 = 800

X1 ~X2 x4 = 200

X2 -X5 = 500

X3 X6 = 750

X 4 tx6 -x7 = 600

X5 X7 = -50
Es un sistema lineal de 6 ecuaciones, una por cruce, con 7 incdgnitas, una por
calle. Las hipdtesis del modelo sugieren que la suma de los términos independientes ha
de ser cero, pues en la zona no se crean ni se almacenan vehiculos. Al haber menos
ecuaciones que incognitas, tal vez se puedan afiadir condiciones adicionales como el

cierre de las calles 6 y 7. La teoria de sistemas lineales respondera estas cuestiones.
Comencemos analizando la estructura de la matriz del sistema.



4.3 Matriz de incidencia

Calle

1 2 3 4 5 6 7

C A 1 0 1 0 0 0 0
r B -1 1 0 -1 0 0 0
u C 0 -1 0 0 1 0 0
c D 0 0 -1 0 0 -1 0
e E 0 0 0 1 0 1 -1
F 0 0 0 0 -1 0 1

Las filas de la matriz corresponden a los cruces y las columnas a las calles que los
conectan. En la fila correspondiente a un cruce, aparece un 1 por cada calle que 'sale' de
ese cruce y un —1 por cada calle que 'entra' en el mismo.

Reciprocamente, en la columna de cada calle, hay un 1 en la posicion del cruce donde
'empieza’ la calle y un —1 en el lugar del cruce en que 'termina’ la calle.

En cada columna hay 2 elementos no nulos, por lo que la matriz puede ser muy grande,
pero tiene muchos ceros, lo cual deberia ser aprovechado para simplificar los céalculos.

AL =1;  AQ=1I;
AQ22)=1;  AQB32)=I;
A(13)=1;  A@43)=1I;
AGGA) =1;  AQ4)=I;
ABS)=L A(6,5)=1;
A=l AA6)=I;
A6,7)=1;  AG,7)=1

Edita también los términos independientes.

b=[800;-200;-500;-750;600;50]

La matriz construida se denomina matriz de incidencia. La red de calles es un ejemplo
de grafo dirigido. Un grafo dirigido estd formado por un conjunto de vértices, los
cruces, y un conjunto de arcos uniendo determinados pares de vértices. La matriz de
incidencia de un grafo dirigido se construye como en el caso de la red de calles,
poniendo una fila por vértice del grafo y una columna por arco. En cada columna hay un
1 en la fila del vértice inicial del arco y un 1 en la fila del vértice final.



Ejemplo 4
Editamos la matriz que denominanos A4 por calles, definiendo los elementos no nulos de
cada columna en las filas correspondientes a los cruces.

A:[I,O, 1 30:03030;'1: 1 30:'1:090:0;09_1 :0303 1 3030;0307'130303'1:0;030:03 1 :03 1 :'1 ;0:030:03_
1,0,1]

OO O = O
|

OO OO

O OO+ O

R O O OO

O P OOO

R = OO OO

Editamos los términos independientes
b=[800 ;-200 ;-500 ;-750 ;600 ;50]

b =
800
-200
-500
=750
600

50

calculamos el rango de la matriz 4
rank(A)

ans =
5

y ahora calculamos el valor de la matriz ampliada para ver si el sistema es compatible.
rank([A,b])

ans =
5

Como el rango de la matriz 4 es igual al rango de la matriz ampliada A|b entonces el
sistema es compatible

4.4 Red eléctrica

R, Ry R, Ry
a b
— — — —
C,) I, '? I, lR Iy I I,
2 2 RZ
— = — — —

R, R4 R4 Ry



Consideremos un circuito eléctrico con sélo resistencias y fuentes de potencial como el
de la figura. Suponemos conocidos el voltaje 'y los valores de las resistencias R;, R»,
R3 R, Determinaremos las intensidades en cada rama del circuito mediante un sistema
de ecuaciones lineales que se obtiene aplicando las leyes de Kirchhoff'y la ley de Ohm.
Ley de los nudos: la suma algebraica de las intensidades que concurren en un nudo es
cero.

Ley de las mallas: 1a caida de potencial a lo largo de un camino cerrado del circuito es
nula.

Estas leyes no dependen de los elementos fisicos del circuito, sino s6lo de las
conexiones entre los mismos. En el caso de resistencias, su influencia queda establecida
mediante la
Ley de Ohm: La caida de potencial en cada rama es el producto de la intensidad que
circula por ella, por su resistencia:

V=IR

Aplicamos implicitamente la ley de los nudos al considerar que las intensidades
estan vinculadas a las mallas, en lugar de a los arcos. De este modo reducimos el
nimero de incognitas. Asi, en la figura, la corriente /; circula sobre el circuito cerrado
abcd. Como el cable bc es comun a dos mallas, la corriente que circula por €l es 7,—1>.

Aplicando la ley de las mallas a abcd tenemos

Vab + Vbc + Vcd =V
La ley de Ohm para el cable que conecta b y ¢ establece que
Vie = Ro(11-13)
donde R; es el valor de la resistencia que conecta b con c. Aplicando esta ley al resto de
las ramas de la malla y sustituyendo en la ecuacion anterior queda
RIII+R2(11-12) R411 = V.

siendo V el voltaje de la fuente.

Repitiendo este proceso para cada malla, se obtiene un sistema de ecuaciones
lineales cuya solucion son las intensidades en cada malla del circuito. Las intensidades
en cada rama se obtienen inmediatamente como suma algebraica de las intensidades que
circulan por las mallas de las que forma parte.

Ejemplo 5

. Resolvamos el siguiente problema del circuito si V=10V, R; =R3;=R;=1kQy R, =10
k2

El sistema de ecuaciones resultante es el siguiente:
121,-10I, =10;
101,-221,+101, =0;

101,-101,+101,=0;
101,-131,=0;



Este sera el sistema A4 *x=b, donde la matriz es

A=[12 -10 0 0;10 -22 10 0;0 10 -10 10;0 O 10 -13]

A =
12 -10 0 0

10 =22 10 0

0 10 -10 10

0 0 10 -13

y los términos independientes
b= [10 ; 0 ; 0 ; O]

b =

10

0

0

0
luego encontramos los valores de la corriente /
I=A\b
I =
0.5993
-0.2809
-1.2172
-0.9363

4.5 Matrices Dispersas

Los sistemas lineales que aparecen en las aplicaciones suelen tener matriz dispersa, es
decir, matriz con relativamente pocos elementos no nulos. Estas matrices son ademas de
gran tamafio, por lo que almacenarlas y tratarlas como matrices normales (llenas, en
oposicion a dispersas) supone un despilfarro innecesario.

Por ello, MATLAB dispone de funciones especificas para estas matrices.

La funcion sparse declara dispersa la matriz A. Asi, s6lo se almacenan y se opera con
sus elementos no nulos. Por ejemplo, la propia matriz identidad es dispersa, con n
elementos no nulos sobre un total de n’ elementos. En contraste con eye(n) que es la
identidad de orden n considerada como matriz llena, n=3,A=speye(n) define la misma
matriz, pero MATLAB la trata como matriz dispersa la orden . full(A) convierte en
llena una matriz declarada previamente dispersa.

Al listar una matriz dispersa obtenemos una serie de filas con un par que indica la
posicidon de un elemento no nulo seguido del valor de este elemento.

La funcion spy(A) muestra graficamente las posiciones no nulas de la matriz A.

Ejemplo 4

Dada la matriz del calor del Ejemplo 2 veremos algunas de las funciones de MATLAB.
n=>5;

v =ones(n-1,1);

A =2%eye(n) - diag(v,-1) - diag(v,1)

A =



% Matriz ecuacion del calor

matcalor(10)

A:

% La convierto en dispersa

sparse(A)

a=

A~~~ o~ o~~~ o~~~ o~~~

A NN NN N 0N

~

~ ~
AN NN NN

—_— e = — = e — — — — — — —

~

~

~

~

~

~

~

~

~

~

% Vuelve a ser llena

full(a)

ans

% Para saber si es dispersa

issparse(A)

ans

issparse(a)

ans



spy(A) % Grafico elementos no nulos

spy(a) % Lo mismo
[1,j,v]=find(A) % Fila, columna y valorde % los elementos no nulos de A
sparse(i,],V) % Lo mismo que sparse(A).

Ahora daremos algunos ejemplos:

1. Sea E la matriz de orden n
| i(n-1+1) si 1=}
E:—C;Cij: z(n—]+1) si 1<_]
n+1 R
Cii S1 l>_]

a) Genera la matriz E con un fichero.m.
[E,C]=matrix(5)
b) Sea b el vector b=[1:n]'. Resuelve el sistema Ex =b

b=[12345]
x=E\b

2. Sea H(n)=hilb(n), la matriz de Hilbert de orden n. Halla la inversa de H(n)'H(n) para
los valores de n=5, 10,15 de dos modos diferentes:

a) Directamente

b) Observando que HB)'=H'H")'

¢) Compara con la solucion exacta que es invhilb(n)*(invhilb(n))'.
Solucion:

n=>5
H=hilb(n)

H’



X=H."*H

inv(X)

invhilb(n)*(invhilb(n))'

Analogamente hacemos lo mismo para n=10, 15.

Problemas

1. La segunda derivada de una funcion u(x) se puede aproximar por la férmula

u(x +h)+u(x-h)-2u(x)
h2

u"(X) ~

para h pequefio.
Considera el siguiente problema de frontera definido en x€[0,1].
-u"(x) = 4n’sen(27x)
u0)=0
u(l)=0
a) Tomando h = 0.1, v; =u(0.1*1),1=0, 1, ..., 10 y aproximando la segunda derivada de u,
obtén un sistema de ecuaciones 9x9 cuya solucién aproxime la solucion exacta del
problema.
b) Resuelve el sistema anterior considerando las matrices como llenas y dispersas.
Compara los resultados y el nimero de operaciones efectuadas.
¢) Compara la solucién con la solucion exacta que es u(x) = sen(2mx).

2. Sea A la siguiente matriz de orden n:

a b 0 00
b ab 00
0O ba ___ 00
000 __ ab
0 0 O b

Se puede probar que (IFA)' =1+ A + A? + - + A" + -, converge si la]+2]b]<1.
Experimenta la formula descrita para varios valores de n, ay b.

3. Resuelve Ax = ¢ siendo A la matriz del ejercicio 5, con a=b = 1/4 y c el vector formado
por 1s, para los valores n = 20, 30, 40, 50. Considera las matrices como dispersas y como
llenas, compara los resultados y el nimero de operaciones.

4. Escribe en MATLAB un fichero.m que permita encontrar la inversa de una matriz
usando el método de Gauss-Jordan.

5. Considera la base en Pjy B={1, 1+x, l+x+x% -, 1+x+-+x'’} y sean los vectores x-

6X3+2,

xlo-x6+x2+l, x-1.

a) Halla las coordenadas de estos vectores en la base B resolviendo 3 sistemas de
ecuaciones lineales.



b) Considera las matrices como dispersas y repite el apartado a).

¢) Resuelve el apartado a) con la factorizacion LU (Observa que se trata de resolver 3
sistemas de ecuaciones simultineamente).

d) Repite el apartado c) considerando las matrices como dispersas.

e) Compara el numero de operaciones efectuadas.



5 Aplicaciones de los sistemas lineales (ll)

Vamos a seguir mostrando en este tema diversas aplicaciones de los sistemas de
ecuaciones lineales tales como la distribucion de temperatura en una placa, el problema
de interpolacion numérica que da lugar a un sistema con matriz asociada la matriz de
Van der Monde y un caso de integracién numérica que se resuelve mediante un sistema
lineal con la matriz de Hilbert como matriz asociada.

Analizaremos también el grado de precision que se tiene al resolver resolver un sistema
por un método directo ya que al trabajar en precision finita, los errores de redondeo se
van acumulando de un paso a otro. Aunque el error de cada operacion es pequefio, como
el nimero de operaciones puede ser muy grande (del orden de 7°, siendo 7 el tamaiio del
sistema), al final, el resultado puede verse muy afectado.

Aunque las operaciones se realicen en modo exacto, puede que los coeficientes del
sistema sean imprecisos, por ejemplo si se han obtenido de medidas experimentales. Es
importante conocer de qué modo afecta la incertidumbre de los datos al resultado final.
Para controlar este crecimiento se aplica la estrategia de pivotacion parcial, evitando
tomar pivotes muy pequefios durante la eliminacion.

Veremos que hay sistemas que amplifican el error durante la eliminacion, los sistemas
mal condicionados, mientras que otros lo mantienen dentro de ciertos limites, los bien
condicionados.

En todo caso, es de vital importancia para controlar el error, seguir alguna estrategia al
elegir los pivotes de la eliminacién, pues un pivote pequefio provoca un aumento del
error. La pivotacion parcial consiste en elegir como pivote el elemento de mayor valor
absoluto en la columna a eliminar. Dado que a veces hay que buscar un pivote no nulo,
no cuesta mucho mas buscarlo siempre con la condicién de tener valor absoluto
maximo, y con ello se minimiza el error de la eliminacion.

5.1 La ecuacion del calor en una placa

El problema de la distribucion de temperatura en una placa, es "continuo" en el sentido
de que queremos conocer la temperatura en todos los (infinitos) puntos de su superficie.
Este objetivo solo es alcanzable si somos capaces de obtener una solucién analitica, lo
cual no es frecuente en las aplicaciones.

En cambio, si nos conformamos con conocer la temperatura en un nimero finito de
puntos de la placa, podemos obtener por medios algebraicos sencillos una solucion
aproximada.

Consideramos pues (n+2)-(m+2) puntos regularmente distribuidos en la placa, en los
nodos de una malla de celdas cuadradas.

Suponemos que en el estado estacionario, la temperatura en cada nodo es la media las
temperaturas en los cuatro nodos adyacentes. Suponemos ademas, para que el problema
esté determinado, que la temperatura de los nodos de los bordes de la placa es conocida.
Planteando estas condiciones para cada nodo del interior de la placa, se obtiene un
sistema de n-m ecuaciones lineales con n-m incognitas.



Numeramos los nodos por columnas, como indica el esquema adjunto, lo que establece
una ordenacion de las ecuaciones e incognitas del sistema.

1 n+1 2n+1 (m-1)n+1
[ L 4 L 4 4 L 4 L ]

2 n+2 bn+2 .. 1 (p-1)n+2
[ L 4 L 4 \ 4 L 4 L J

3 n+3 Pn+3 .. 4 (p-1)n+3
[ L 4 L 4 \ 4 L 4  J
S o o ¢ ¢ o

n 2n Bn 4. ("n-1 )n nm
[ L @ \ 4 L

Con esta ordenacion, el nodo & esta relacionado con los nodos &~/ y k+/ de su columna,
y con los nodos k—n y k+n de su fila. La ecuacion correspondiente al nodo & se puede
poner como:

~Tkn—Tit + 4T — Tir1 — Thrn = 0
En cada ecuacion aparecen a lo sumo cinco coeficientes no nulos. Los nodos del borde
tienen alrededor tres nodos incognita y uno conocido, cuyo valor pasa al término
independiente. Los nodos de las esquinas tienen dos vecinos incdgnitos y dos
conocidos.
La matriz del sistema es dispersa con elementos no nulos agrupados en cinco
diagonales: la principal, las dos adyacentes y las dos situadas a distancia n de la
principal, que corresponden en la malla a las columnas anterior y siguiente al nodo £.
Los elementos de la diagonal principal valen 4, y los de las otras diagonales no nulas,
—1, excepto algunos ceros correspondientes a los nodos de los bordes superior e inferior
de lamalla (k = n, n+1, 2n, 2n+1).
Para n = m = 3 si suponemos que en los bordes superior ¢ inferior la temperatura es de
50 °C, en el lado izquierdo 0 °C y en el derecho 100 °C la situacion es la siguiente:

50 50 50

0T, T, T, 100

0T T, T, 100

0T T, T, 100
50 50 50

y el sistema de ecuaciones tiene la forma:



4u, -u, -u, T 50
—u, 4u, —u, — U T, 0
—u, 4u, —u, T, 50

—u, 4u, —u; —u, T, 50
—u, -u, 4u; -—u —ug T, |=| O

—u, —us  4ug —uy || T 50

—u, 4u, —uy T, 150

— U dug —uy | T 100

—u, —ug  4uy \T, 150

En MATLAB construimos la matriz por diagonales mediante un fichero.m

Programa para generar la matriz (calor2D)

Entrada: n,m dimensiones de la matriz.
Salida: A matriz del sistema.
Proceso:

% céalculo de las diagonales 1 y —1.
p =n*m;
v = ones(1,p-1);

for k = n:n:p-n, v(k) = 0; end

% calculo de las diagonales n y —n.

w = ones(1,p-n);

% Matriz del sistema

A = 4*eye(p)- diag(v,1) - diag(v,-1)- diag(w,n) - diag(w,-n);
Ejemplo 1

Comprueba la estructura de la matriz del sistema en el caso de tomar 9 puntos en la
placa.
Solucién: basta ejecutar la funcion anterior, 2 = calor2D (3, 3)

Como hemos dicho la temperatura en los bordes de la placa es conocida, supongamos
que los lados de la placa se mantienen a 0 °C, salvo el inferior que se calienta a 100 °C.
Como los nodos vecinos al lado inferior ocupan los lugares n, 2n, ..., calculamos los
términos independientes b del modo siguiente:

b = zeros(n*m,1)
b(n:n:n*m) = 100*ones (m, 1)



Ejemplo 2

a) Halla la temperatura final en estado estacionario tomando 30 puntos en el
interior de la placa, visualiza la estructura de la matriz del sistema.
b) Representa graficamente los resultados.
¢) Calcula el nimero de operaciones realizado obteniendo el ahorro que supone
trabajar con matrices dispersas.
Solucién: a) resolvemos un sistema de matriz 4 y término independiente » que incluye la
condicién de frontera dada.
n =5 m= 6; A = calor2D(n,m); b = zeros(n*m,1l);b(n:n:n*m) =
100*ones (m, 1) ;

Visualizamos la estructura de la matriz con
spy (A)

20

nz =128
25

30
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Resolvemos el sistema y hallamos el coste:
flops (0), x = A\b, flops

Reordenamos la columna de resultados en filas y columnas segun la disposicion

rectangular de la malla inicial:
placa = reshape (x,n,m)

3.6120 6.3802 7.8437 7.8437 6.3802 3.6120
8.0679 14.0649 17.1510 17.1510 14.0649 8.0679
14.5947 24.6606 29.5443 29.5443 24.6606 14.5947
25.6503 40.4385 46.8213 46.8213 40.4385 25.6503
47.5681 64.6219 70.4811 70.4811 64.6219 47.5681

b) Representamos graficamente los resultados con
surfl (placa)




¢) El coste se reduce operando con matrices dispersas:
sA = sparse (A);
sb = sparse(b);
flops(0), sx = sA\sb, flops

Obtenemos el mismo resultado a un coste diez veces menor. Observa que el resultado

no es disperso. Para obtener la grafica hay que ponerlo primero en forma normal:
x = full (sx)
surfl (reshape (x,n,m))

5.2 Condicionamiento de una matriz

Hay sistemas en los que un pequefio cambio en los coeficientes provoca un gran cambio
en la solucion. Estos sistemas se llaman mal condicionados . Por ejemplo, el sistema

0.0001x+ y= 1.0001
X+ y= 2

tiene solucion exacta x = y = /. Si cambio el término
independiente de la segunda ecuacion a 2.0002, 1

X+ y= 2}

x+ 1.0001y= 2.0002 o Y—

-
N

la solucion cambiaax =0, y = 2.

Cambiando el coeficiente de x en la segunda ecuaciéon a 1.0001, el primer sistema
resulta incompatible y el segundo indeterminado.

Esto indica que el sistema es muy sensible a los errores de redondeo y su solucion poco
fiable. Si representamos graficamente las ecuaciones del sistema, obtenemos dos rectas
que se cortan formado un angulo muy pequefio. El punto de interseccion cambia mucho
al mover poco una de las rectas.

En cambio, el sistema

x+ y= 2 )
x+ 1.0001y= 2.0001

esta bien condicionado, pues la solucion es poco
sensible a los errores de los datos. En la representacion
grafica vemos dos rectas cuya interseccion esta claramente
situada.

Nota: para realizar todos los ejemplos y ejercicios de este
apartado te puedes ahorrar introducir las matrices
cargandolas de la carpeta practica04 con la instruccion
load.

load E:\asig\l\matemati\laborato.rio\practica.04\practiO4
who




Para sistemas de mas de dos ecuaciones no es facil analizar graficamente su
condicionamiento. Algoritmicamente, el mal condicionamiento se puede observar por el
pequefio tamafio de los pivotes.

MATLAB dispone de medidas numéricas del condicionamiento.

Las funciones de MATLAB cond y rcond miden la sensibilidad al error al invertir una
matriz o resolver un sistema con dicha matriz.

La funcién cond toma valores de 1 a infinito. Cuanto mayor es cond, peor es el
comportamiento de la matriz.

Inversamente, la funcién rcond toma valores de 0 a 1, correspondiendo los proximos a
cero a matrices mal condicionadas y los valores proximos a 1, a matrices bien
condicionadas.

Ejemplo 3
Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales y compara la solucion con la que

resulta al variar ligeramente az; a 4.2750, obtén el numero de condicion de la matriz
inicial para establecer conclusiones al respecto.

3.0210x, + 2.7140x, + 6.9130 x, =12.6480
1.0310x, -4.2730x, + 1.1210x, =-2.1210
5.0840x, -5.8320x, + 9.1550x, = 8.4070

Solucién: Llama A a la matriz del sistema A=malconl y b al vector de términos
independientes b=til ejecuta en Matlab Xx=A\b y se tiene la solucion exactax =y =
z =1, para obtener el sistema

3.0210x, + 2.7140x, + 6.9130 x, =12.6480
1.0310x, -4.2750x, + 1.1210x, =-2.1210
5.0840x, -5.8320x, + 9.1550x, = 8.4070

solo tienes que hacer A (2,2)=-4.2750 ya que el resto de elementos son iguales,

buscamos de nuevo la orden X=A\b y observaras que se tienen soluciones muy
distintas.

Para conocer la fiabilidad de la solucion, hallamos la condicion de la matriz del sistema:
cond (&) y vemos que es muy elevada, como era de esperar. La solucion, por tanto no
es muy fiable, si quieres probar con rcond obtendras un valor muy pequefio ya que se

trata de una matriz casi singular.

Podemos decir que rcond mide lo cerca que estd una matriz de ser singular. El criterio
tedrico de singularidad, la anulacion del determinante, no es valido para estudiar la casi
singularidad, pues, entre otras cosas depende de la escala. En efecto, aunque en general
una matriz casi singular tendra determinante pequefio, el reciproco no es cierto, como
puedes comprobar con el siguiente ejercicio.

Ejemplo 4



Considera el siguiente sistema de 10 ecuaciones con 10 incognitas

0.1x;=1 =1, .., 10.
Comprueba que aunque el determinante de la matriz es muy pequeiio el sistema esta
bien condicionado.
Solucién: La matriz de los coeficientes es /0x/0 con todos los elementos nulos excepto la
diagonal principal que son 0.1 por lo que su determinante es /0’ , se trata de una
matriz casi singular pero muy bien condicionada ya que su niimero de condicion es 1.
M=0.l*eye (10), d=det (M), c=cond(M)

El mal condicionamiento de un sistema es dificil, si no imposible de resolver, pero hay
que tener cuidado para no arruinar un sistema bien condicionado aplicandole un
algoritmo de eliminacion deficiente.
Por ejemplo, hemos visto que el sistema

0.0001x+ y= 1.0001}

X+ y=

esta bien condicionado. Sin embargo, si elimino

normalmente x en la segunda ecuacion, obtengo un sistema casi singular.
0.0001 x+ y= 1.0001}

-9999y = -9999

El empeoramiento es debido a que el pivote utilizado, a;,, que es diez mil veces menor
que el coeficiente a eliminar, a,,. El remedio obvio sera intercambiar las dos ecuaciones
antes de eliminar. Al tomar 1 como pivote, queda el sistema

x+ y= 2
0.9999y = 0.9999
que sigue siendo bien condicionado.

La funciéon 4\b que usamos para resolver sistemas con MATLAB aplica pivotacion
parcial. En el caso de sistemas incompatibles, obtiene la solucion mas aproximada en
sentido minimo cuadratico.

Ejemplo 5

Piensa en un sistema de ecuaciones incompatible que no sea cuadrado e intenta
resolverlo con MATLAB. ;Qué ocurre?.

Solucién: Es muy facil obtener un sistema incompatible basta pensar por ejemplo en dos
planos paralelos:

x-y+z=4

x—y+z=1
El sistema no tiene soluciéon pues mientras la matriz del sistema es de rango 1 la
ampliada es de rango 2, sin embargo al hacer x=A4\b se obtiene solucion al problema,
aunque MATLAB muestra una advertencia.
Prueba ahora con Ila resolucion de un sistema formado por dos rectas paralelas y otra
secante a ellas, se trata también de un sistema incompatible en el que MATLAB nos da
la solucion sin mostrar en este caso ninguna advertencia.
Lo que esta ocurriendo es que cuando el sistema es incompatible se nos da la solucion
“menos mala” como veremos en el tema 10.

5.3 Interpolaciéon polinémica. Matriz de van der Monde



En general, la interpolacion polinomica, consiste en determinar un polinomio de grado
n que pase por n+/ puntos dados. Se eligen los polinomios porque son faciles de
evaluar y por el hecho fundamental de que por n+1 puntos de abscisa distinta,

(X1, Y1), (Xny Y1), (Xu+1, Yu+1), Pasa un tnico polinomio P,(x) de grado no superior a .

En la interpolacion lineal, la funcion se sustituye por la recta que pasa por dos puntos.
Tres datos se interpolan con un polinomio de segundo grado, graficamente una parabola
que pasa por esos tres puntos; es la llamada interpolacion cuadrdtica.

Ejemplo 6 :

Para hallar el polinomio de grado 3

px) =a1x3 + a2x2 +azx + ay
que pasa por los puntos (1,0), (2,1), (3,0) y (4,1), sustituimos (x, p(x)) por los pares
dados, obteniendo un sistema de ecuaciones lineales

1 1 1 1Yq) (0
8 4 2 1|a | |1
27 9 3 1|a| |0
64 16 4 1)a,) |1

Vp=y
donde p denota la columna de las incognitas, a,..., a4 ; ¥ es la columna de ordenadas de
los puntos dados y V es la matriz del sistema. Decimos que V es la matriz de van der
Monde asociada al vector de abscisas, x.
Ejecutaen MATLAB x = [1 2 3 4], V = vander (x)

La solucidn del sistema se obtienecon vy = [1;0;1;0], p = V\y
Analicemos la estabilidad del sistema:
cond (V) $ da 1.1710e+003

el mal condicionamiento nos llevara como veremos en el capitulo 10 a buscar distintas
expresiones para los polinomios de interpolacion.

xx=linspace (x(1l),x(length(x)));

yy=polyval (p, xx) ;

plot(x,y,'*', xx, yVy)

title('Polinomio de interpolacién')
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Ejemplo 7

Dado un vector v=(v;,vy, ..., v,) la matriz de Van der Monde de orden n puede definirse
formalmente del siguiente modo:

1 2 n-1
v vV, . -V
1 2 n—1
Va W V)
Vi=
1 2 n-1
v, Vv, . .V,

a) Edita una funciéon en MATLAB para generarla. ( Sin utilizar la orden vander ).

b) (Como la obtendrias en MATLAB a partir de la instruccion Vander?

¢) Comprueba los apartados a) y b) para v=(1,2,3,4). Observa que la matriz de Van
der Monde es otro ejemplo de mal condicionamiento.

d) Facilmente se comprueba que el det(V,)= H(vj —v,), realiza una funcion en

i<j

MATLAB que calcule el determinante a partir de esta expresion y comprueba
que obtienes el mismo resultado que directamente en MATLAB con det(V,).

Solucién: a) function V=mivander (v)

for i=l:1length (v)
V(:,1)=v."(1-1)";
end

b) Con V=vander (v) se obtiene la matriz volteada basta pues hacer V=fliplr(V).
c)v=1:4;,Vli=mivander (v),V2=vander (v),

V2=fliplr (vander (v)),C=cond (V1)

V1 =

=
N
i
[ee]



V2 =
1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64
ans =

1.1710e+003

d)function d=detvander (v)
% nota que el parametro de entrada es el vector v
%a partir del que se genera la matriz de Van der Monde.

d=1;

for j=1l:n-1
for i=j+1l:n
d=d* (v (i)-v(3));
end

end

det (V1) , detvander (v)
5.4 Integracion numérica. Matriz de Hilbert

Imagina ahora que queremos determinar los coeficientes del polinomio p(x) de modo
que cumplan

Uk Uk
jox p(x)dxzjox f(x)dx, k=0,1,2,3

siendo f{x) una funcién dada. Imponiendo las condiciones obtenemos otro sistema lineal
cuya matriz asociada es:

1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

denominada matriz de Hilbert y se obtiene en MATLAB con hilb (4), esta matriz es
un caso clasico de mal condicionamiento.

Eemplo 8

La matriz de Hilbert de orden n puede definirse formalmente del siguiente modo:

H,= H(ij)= iLj=1..,n
i+j-1
e) Edita una funcion en MATLAB para generarla.
f) Escribe la matriz de Hilbert de orden 9, Hy. ;Cual es su numero de condicioén?
del lado derecho en un 1%. {qué componente del vector soluciéon cambia mas?
Solucién: a) Teniendo en cuenta que la matriz de Hilbert es simétrica evitamos recorrer

todos los elementos:

- { Con formato




function H=mihilb (n)
for i=1:n
for j=i:n
H(i,Jj)=1/(i+j-1);
H(jll):H(llj);
end
end

b) format rat, H=mihilb(9), cond (H)

¢) b= ones(9,1); x=H\b, b(1)=1.01; xn= H\b , observamos que la solucion
varia mucho. Ello es debido al mal condicionamiento de la matriz de hilbert.
Calculando abs (x-xn)  obtenemos que la componente X7 es la que mas se altera.

6 Problemas

1.- En el ejemplo de la distribucion de temperaturas en una placa hemos supuesto que la
temperatura de los nodos de los bordes de la placa es conocida. Vamos a estudiar el
caso mas general generando una funcidon que obtenga los términos independientes segun
las condiciones de contorno en los cuatro lados. Halla las temperaturas de la placa para
n=5y m=6 en el caso de que la temperatura en los bordes superior e inferior sea de

50 °C, en el lateral derecho 100 °C y en el izquierdo 0°C.

2.- Los métodos que vimos en el tema 4 para resolver sistemas de ecuaciones lineales se
llaman directos. Existe otra alternativa para hallar la solucion del sistema, son los
llamados métodos iterativos, vamos a ver en que consisten:

5x,—2x, —x; =1
Dado el sistema  x, —3x, —x, =2

2x, —x, +4x;, =1

basta despejar de la primera ecuacion x;, de la segunda x, y de la tercera xs, con ello
tendriamos:

x1=%(l +2x, - 3x3)

x2=%(—2—x1 +x,)

1
x3=1(l—2x1 +x2)

tomamos ahora una estimacion inicial para x;, x2 y x3, por ejemplo (0,0,0), sustituimos
estos valores en las expresiones anteriores y obtenemos los nuevos valores de nuestras
incognitas:

1 2 1

Repetimos este proceso las veces que consideremos oportuno y vamos obteniendo
distintos valores de las incdgnitas, cuando veamos que la diferencia entre una terna de
valores y la siguiente es muy pequefa pararemos, y diremos que hemos llegado a la
solucion aproximada del sistema por el método de Jacobi.

Realiza los calculos en MATLAB.



3.- a)La matriz de Hilbert es bien conocida por estar mal condicionada. Si la matriz de
Hilbert de orden n tiene la solucion [1,1, ..., 1], jcudl debe ser el vector de términos
independientes?.

b)Resuelve el sistema del apartado a) para valores crecientes de n. Registra la magnitud
del mayor error como una funcién de n. jEl elemento del vector solucién que tiene el
mayor error es siempre el mismo?.

4.- Utiliza el comando spdiags para definir directamente como matriz dispersa la
matriz del problema del calor en un rectangulo con las condiciones dadas en el
problema resuelto 1, estudia el ahorro que ello supone en el nimero de operaciones.

5.- En el problema resuelto 2 se puede hacer una mejora, consiste en que una vez has
obtenido x1n el nuevo valor de x1, puede utilizarse utilizarlo para calcular x2n en la misma
iteracion, y a su vez utiliza xIn y x2n para obtener x3n, este nuevo método iterativo es el
de Gauss-Seidel. Escribe las formulas para realizar nuevas iteraciones con este método
aplicadas al mismo ejemplo y comprueba que se llega a la solucién con menos iteraciones.

6.- Por un tubo de secciones interior y exterior cuadradas circula un liquido a
temperatura de 200° C. El tubo est4 parcialmente sumergido en hielo, de manera que la
mitad inferior del exterior del tubo estd a una temperatura de 0° C. La superficie
superior del tubo se mantiene a 100° C. Se supone que la temperatura en los laterales
varia linealmente entre los 0° de la parte superior de hielo y los 100° de la cara superior.
La seccion interior mide 4 cm. de lado y la exterior 10 cm. Estudiar la distribucion de la
temperatura en una seccion transversal del tubo. Utiliza una malla con nudos cada 10
cm.

7.- Sea H(n) = hilb (n), la matriz de Hilbert de orden n. Halla la inversa de H(n)'H(n)
para los valores den =15, 10, 15 de dos modos diferentes:
a) Directamente.
b) Observando que (A'A)" =A™ (A™).
¢) Compara con la solucion exacta que es
invhilb (n) * (invhilb (n)) '. (La  matriz invhilb (n)
proporciona la inversa exacta de la matriz de Hilbert). Comprueba el
numero de operaciones efectuadas en los apartados a) y b).

Calcula el nimero de condicion de A'A, siendo A la matriz de Hilbert de orden n,n =5,
10, 15, 20, 25, 30. Describe la relacion con el ejercicio 3.

8.- Sea J(n,A) la matriz cuadrada de orden n con A en la diagonal principal y 1s en la
diagonal por encima de la diagonal principal. (A dichas matrices se les llama bloques de
Jordan).

a) Edita una funcion cuyas entradas sean n y Ay la salida sea J(n, 1).

JGBS O J y B :(J(5,3) 0

) .Sea X
0 J(5,1

Sean las matrices por bloques 4 = [
o0 JG52)

la matriz (inica) tal que AX = B

b) Halla X mediante A™'B. Cuenta el nimero de operaciones.



Uu Vv
¢) Sean U, V, W, Z cuatro matrices de orden 5 de modo que X :(W Zj' Escribe

las ecuaciones que verifican U, V, Wy Z. Halla estas matrices contando el numero
total de operaciones necesarias.

d) Si 4; es el vector i-ésimo columna de 4, B; es el vector i-ésimo columna de B, X;
es el vector i-ésimo columna de X, entonces AX;=B;. Halla X;utilizando \. Cuenta el
nimero de operaciones.

e) Halla los vectores columna de U, V, W, Z resolviendo los sistemas
correspondientes.

9.- Discretiza el problema de frontera

2

d L; =sen (2x), x €[0,1]
x

u(0) =0
u(l) =1

sustituyendo la derivada por el cociente de diferencias centrales
d’u _ulx ) = 2u(x;) +u(x,,)

X;)=
pe (x;) W2
Toma 2 =0.05.
Resuelve la ecuacion en derivadas parciales
Fu u
+——=0,x€e[0,1],ye€[0,1
o o) [0,1],ye[0.1]

u(x, 0) =u(x,1) =0

u(0,y) = u(l,y) = y(1-y)
por discretizacion con h =0.1.

7 Soluciones

l.-
function b=tin(n,m,ts,ti, td,tiz)
% n*m nodos distribuidos en n filas y m columnas
%ts temperatura en el borde superior
%ti temperatura en el borde inferior
%td temperatura en el lado derecho
$temperatura en el lado izquierdo
%En las cuatro esquinas entra calor por dos lados,hemos de sumar las
temperaturas
b(l)=tiz+ts;
b(n)=tiz+ti;
((m=1)*n+1)=ts+td;
(n*m) =td+ti;

b
b
% temperatura en el lado izgquierdo



(2:n-1)=tiz;

temperatura en el borde inferior
(2*n:n: (m-1) *n)=ti;

temperatura en el borde superior
(n+l:n: (m-2) *n+1l)=ts;

% temperatura en el borde derecho
b((m-1)*n+2:n*m-1)=td;

O o° O o0 O

b=b"';

n=>5 m= 6; A= calor2D(n,m);
xn=A\b; placan = reshape(xn,n,m)
placan =

27.4495 39.7386 46.9957 53.0043 60.2614 72.5505

20.0595 34.5091 45.2401 54.7599 65.4909 79.9405

18.2793 32.9983 44.6957 55.3043 67.0017 81.7207

20.0595 34.5091 45.2401 54.7599 65.4909 79.9405

27.4495 39.7386 46.9957 53.0043 60.2614 72.5505
surfl (placan)
Podemos observar las diferencias de la distribucion de temperaturas con los resultados
obtenidos en el ejemplo 1, donde se veia que la placa recibia calor por el borde inferior
y se iba calentando hacia arriba.

2.- Inicialmente tomamos x1=0, x2=0,x3=0 Yy ponemos iter =0 , para contar el
numero de iteraciones.

Calculamos los nuevos valores de las incognitas con las expresiones:

x1ln=1/5% (1+2*x2-3*x3),

x2n=-1/3* (-2-x1+x3),

x3n=1/4* (1-2*x1+x2)

hacemos iter=iter+1 para contar el nimero de iteraciones.

Actualizamos los valores de las incognitas:

x1l=x1n; x2=x2n;x3=x3n;

y repetimos el proceso calculando una nueva iteracion. Basta que ejecutes estas tres
instrucciones las veces que consideres conveniente, quizd hasta que obtengas una
solucion similar a la que te proporciona el comando \.

Este es llamado método iterativo de Jacobi.

3
Los términos independientes seran H x* [1, 1,...,1]' =b con
b(i) = 1_+ _L+ +; i=1,..,n. mejor todo con férmulas
i i+l n+(@-1)

a)  Crearemos una funcion .m que resuelva estos sistemas y devuelva la posicion
de la componente donde se alcanza el error maximo, observa que el elemento
de la solucion que tiene mayor error va cambiando.

function pos=er3t5(n)
$problema resuelto 3
for i=2:n
H=hilb (i) ; $matriz del sistema
for j=1:1
b(j)=sum(H(j,:)); % términos independientes



end

x=H\b'; %solucién del sistema, observa que no siempre es la
esperada [1,1,..,1]

%observa la advertencia sobre le mal

condicionamiento de la matriz

[e,pos (1) ]=max (abs (x-ones (size(x)))); Serror maximo y
posicidén que este ocupa

end



6 Valores y vectores propios

Los problemas de valores y vectores propios surgen en diversas ramas de la ciencia,
tales como aplicaciones de ingenieria que estudian las vibraciones en determinados
sistemas mecanicos o circuitos eléctricos, procesos estadisticos representados mediante
cadenas de Markov, problemas clasicos de geometria como la clasificacion de conicas y
cuadricas, en el estudio de la ley de gravitacion y movimiento de los planetas.

Desde el punto de vista tedrico,los problemas de valores y vectores propios, constituyen
la técnica usual de andlisis y resolucion de ecuaciones en diferencias y de ecuaciones
diferenciales lineales.

El objetivo de este tema es el calculo aproximado de valores y vectores propios de una
matriz. Los métodos teoricos no suelen ser aplicables a ejemplos reales, por lo que , los
métodos numéricos se hacen imprescindibles, como en muchos otros campos de las
matematicas. En este sentido, el método de las potencias, que analizamos aqui, es un
método elemental que permite obtener valores y vectores propios con gran precision.

6.1 Conceptos basicos:
Los vectores sobre los que una matriz actua de forma especialmente sencilla se llaman
vectores propios. Un vector propio de una matriz se transforma en un multiplo escalar
de si mismo al multiplicarse por la matriz. El factor de escala se denomina valor propio.
Si conocemos una base formada por vectores propios de la matriz, podemos describir su
accion sobre cualquier vector del espacio de forma relativamente sencilla.
Formalicemos primero estos conceptos.
Si A es una matriz nxn diremos que un vector no nulo v es un vector propio asociado al
valor propio A si verifica:
Av = Av
que podemos escribir como
(A-AD) v =20

de modo que para hallar los valores y vectores propios hemos obtener soluciones no
nulas de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales con un pardmetro indeterminado
1.
Para que un sistema homogéneo tenga solucion distinta de la trivial, su matriz debe ser
singular (no invertible), por lo que se debe verificar

det((4-A1) =0
El primer miembro de esta ecuacion puede escribirse como un polinomio en la
indeterminada A, llamado polinomio caracteristico de la matriz 4

p(x)= det(A-xI)
y la ecuacion

p(x) =0

es la llamada ecuacion caracteristica.
Por lo tanto hallar los valores propios de la matriz A equivale a resolver su ecuacion
caracteristica, o sea, a hallar las raices del polinomio caracteristico.
Si alguna raiz A tiene multiplicidad £, se dirda también que es un valor propio con
multiplicidad £.



Ejemplo 1

Halla los valores y vectores propios para la siguiente matriz diagonal.

2 0
A=
0 -3
La ecuacion caracteristica de este sencillo caso serd: (2—A)(—=3—A4)=0con lo que los

valores propios son claramente los elementos de la diagonal. Para calcular los vectores
propios resolveremos el sistema:

a-arw=o: [0 ) 2(0). = (2,0 R
( - )V_ 5 0 -5 v, - 0 ,(VI,VZ)—(OZ, )7 ae

Anélogamente el otro vector propio serd cualquier multiplo del vector de la base
candnica e, = (0,1).

Las matrices que admiten una base de vectores propios se denominan matrices
diagonalizables.

Ejemplo 2

La matriz

11
A=
0 1
tiene un valor propio A =1, que es raiz doble de la ecuacién caracteristica, (1—A)*> =0.

Los unicos vectores propios son de la forma (o, 0), o € R, por lo que no hay una base
de vectores propios. La matriz 4 no es diagonalizable.

Los siguientes resultados de algebra concernientes a valores y vectores propios nos van
a ser muy utiles:

Teorema

Si una Matriz A,y, tiene n valores propios distintos, entonces es diagonalizable, o sea
admite una base de vectores propios.

La matriz S cuyas columnas son tales vectores, es invertible y verifica A = SD S,
siendo D la matriz diagonal con los valores propios de A en la diagonal.

Ejemplo 3

Una maquina se inspecciona cada dia para comprobar si esta funcionando (F),
estropeada (E) o estd siendo reparada (R). Cuando estd funcionando, hay una
probabilidad del 70% de que al dia siguiente siga funcionando, del 20% de que esté
estropeada y 10% de que esté siendo reparada. Las reparaciones son laboriosas de
manera que, si esta estropeada, al dia siguiente estd en reparacion en el 80% de los casos
y solo en un 20% esta en funcionamiento. Si la maquina se encuentra en reparacion, al
dia siguiente sigue estandolo en el 90 % de los casos, mientras que en el 10% esta ya en
funcionamiento.

Vamos a modelizar el problema de forma que se pueda predecir el estado de la maquina
en un futuro.

La maquina puede estar F funcionando, R en reparacion y E estropeada. Las
probabilidades de pasar de un estado a otro vienen dadas por:



Estado actual
F|E|R
F|0.710.2]0.1
Estado futuro | E|0.2]| 0 | O
R{0.1{0.8]0.9

y la matriz de transicion de estados de un dia al siguiente es:

0.7 02 0.1
A={02 0 O
0.1 0.8 0.9

con lo que el estado de un dia Dy = (Fy, Ry, Ex)' en funcion del estado el dia anterior
D1 = (Tk1, Rk, Ek_l)t puede expresarse de la forma:

F, 0.7 02 02)F,

R, =102 07 0 | R

E,) o1 01 08)\E,,

Por recurrencia podemos expresar el estado de un dia cualquiera del mes en funcion del
primer dia del mes ...

D, = AD,
D,=AD, = A’D,
D, =AD, = A’D,

D,=A4D, = A"'D,
Por tanto el problema se reduce a calcular potencias de la matriz A, si k es elevado
calcular A requiere un gran numero de operaciones. Para el caso particular en que A
sea diagonalizable el resultado se simplifica de forma notable. .
Por lo que hallar el estado del proceso en este caso en el que la matriz de transicion sea
diagonalizable queda del siguiente modo:

A=SDS™!

Ak71 — SDk71S71

D, =A""'D, =SD"'S"'D,
Con lo que denotando S= (v;, v, v3) los vectores propios, la soluciéon a nuestro
problema sera

A7 0 0
D, =SD*'S7'D, =S 0 A 0 |S7D,
0o 0 A

¢

1 —
como S D; es un vector constante, lo denotamos ¢ =S"'D, =| ¢,
G

tenemos



G
kel k-1 k-1 ke k-1 k-1
D, =4 v, 4, vy, Ay )| ¢y = v+ Ay v, ey vy
Cs

Asi pues el estado de la maquina en un dia cualquiera k& se ha obtenido como una
combinacion lineal de los vectores propios asociados a la matriz de transicion de
estados, donde los coeficientes dependen de las potencias k-7 de los valores propios.

Ejemplo 4

La siguiente figura corresponde a un sistema mecanico de masas y resortes.

|—>XI
m NVVAA m,

k] k7 k?

s .

La ecuacidon de movimiento F=m a junto a la ley de Hooke, que expresa que la fuerza
de reaccion elastica es proporcional al desplazamiento y de sentido contrario a él,
F = -K x, nos proporcionan las ecuaciones de movimiento para el sistema:

mX, +(k, +k,)x, —k,x, =0

m,X, —k,x, +(k, +k;)x, =0
donde m; y, m,, son las masas en las posiciones x; y x> y k; i = 1, 2, 3 las constantes
recuperadoras.
Supongamos una solucion armoénica cada coordenada

xXi(t) =-A;sin (wt + @) i=1,2.

donde w es una constante que corresponde a la frecuencia de la oscilacion, 4; la
amplitud y ¢ la fase de la oscilacion. De esta forma derivando dos veces tenemos
¥, =—w’4, sin(wt +¢,) = -w’x,
y sustituyendo en el sistema ya con los valores de m;=m,=1 kg, k;=5 kN/m, k,=10 kN/m
y k3= 15 kN/m quedara

-w2x1 +15x—10x,=0

2
Wx;—10x; +25x,=0
que expresado en notacion matricial nos proporciona un problema de valores propios:

15 -10)( x, o[ X
=W
-10 25 )\ x, X,

Kx=Ax

15 -10 5
con K= s kN/m y A=w



6.2 Método de las potencias

Tedricamente, los valores propios de una matriz se pueden obtener resolviendo la
ecuacion caracteristica p(x) = 0, y posteriormente los vectores propios resolviendo el
sistema lineal asociado. En la practica p(x) es dificil de obtener y, ademas, si su grado
es elevado, la determinacion analitica de las raices es dificil o imposible, pues existen
solo formulas para casos con n < 5.

Las técnicas numéricas de busqueda de raices tampoco son de gran ayuda en este caso,
porque la localizacion de las n raices (reales o complejas) de un polinomio es muy
sensible a las variaciones de los coeficientes del polinomio, sobre todo en el caso de
raices multiples. Esto hace que los errores de redondeo afecten mucho a la estimacion
de los valores propios. El problema se complica ain mas al intentar resolver el sistema
lineal homogéneo para un valor de A que no llega a hacerlo "singular".

Recurrimos pues a métodos numéricos alternativos que eviten tener que determinar y
resolver explicitamente el polinomio caracteristico. La idea es calcular primero los
vectores propios y, a partir de ellos, los valores propios. Los métodos no son sencillos,
pero son tan eficaces que, por ejemplo, MATLAB obtiene las raices de un polinomio
hallando los valores propios de una matriz de la que es polinomio caracteristico.

El método de las potencias es una técnica iterativa para obtener de forma aproximada
valores y vectores propios de una matriz, que ilustramos con la matriz asociada al
proceso de Markov del Ejemplo 2.

Comenzamos por elegir un vector inicial u = [1, 1, 1] y repetir los siguientes pasos:

1. Multiplica A*u.

2. Normaliza el vector resultante dividiendo cada componente entre la de mayor valor
absoluto.

3. Repite los pasos 1 y 2 hasta que el cambio en el factor de normalizacién sea
despreciable. En este momento, el factor de normalizacion es una aproximacion a un
valor propio y el vector resultante un vector propio, ya que se verifica A*u = A *u.

0.7 0.2 0.1
A=102 0 O
0.1 0.8 09
u=[111] A*u=1[1,0.2,1.8]'=1.8 *[0.556,0.1111,1] A=1.8

u=1[0.556,0.1111,1 A*u=1[0.5111,0.1111, 1.0444]' = 1.0444 * [0.4894, 0.1064, 1]" A =1.0444
u=1[0.4894,0.1064, 1] A*u=1[0.4638, 0.0979, 1.0340]' = 1.0340 * [0.4486, 0.0947, 1] A =1.0340

vemos que el valor de A se va estabilizando, en las iteraciones 9 y 10 tenemos
A =1.0020 y A = 1.0012. Por tanto A es una estimacion de un valor propio ya que
A*u = A*u, no obstante si queremos mayor precision podemos seguir iterando.

En MATLAB puedes realizar este proceso iterativo de una manera muy simple

Inicializamos
A=[.7 .2 .1;.2 0 0;.1 .8 .91;



u=[1, 1, 1]1'; lambda = [],k=1;

paso 1:

v=A*u;

paso 2:

[mx,1] =max(abs(v));%Localizar componente de mayor valor
absoluto

lambda = [lambda v (1) ] % v(li) es a nueva estimacidn del valor
propio

% Normalizar v

u = v/v(1i) % Nueva estimacién del vector propio k=k+1 % vamos a
realizar una nueva iteracidn
paso 3:

Actualiza las instrucciones del paso 1 y paso 2 para ir obteniendo nuevos valores de v, n
y u a partir de los anteriores, hasta llegar al valor propio n y su correspondiente vector
propio con la precision que desees.

Si ejecutas paso 2 y 3 hasta 10 veces obtendras

k =
10
lambda =
Columns 1 through 7
1.0000 1.8000 1.0444 1.0340 1.0206 1.0127 1.0079
Columns 8 through 10
1.0050 1.0031 1.0020

Método de las potencias

2
ie]
S5 ,
!5_ .
S
g
R O e S N
S
:
E,O.& ]
0 I Il I L L
2 4 6 8 10
Iteracion

Este método, aunque no es muy rapido, es muy fécil de programar ya que se realiza un
proceso muy sencillo.

6.4 Métodos iterativos
La técnica general para resolver un problema por un método iterativo es la siguiente:

1. Se obtiene una estimacion inicial x; de la solucion. En ella se resume la
informacion previa de que disponemos.



En el caso de célculo de valores propios posiblemente no tengamos informacién inicial,
normalmente se toma el vector columna de tantos unos como columnas haya en la
matriz A.
2. Refinamos iterativamente la aproximacion, obteniendo valores nuevos a partir
de los anteriores, x, X3, X4 ..., que converjan a la solucion x,.

3. Establecemos un criterio de parada.
Dependiendo del problema que se resuelva, en nuestro caso, exigiremos que las
iteraciones varien poco.
A x; lo denominaremos estimacion k-ésima y el error de esta aproximacion viene
determinado por

si x es un vector

&= |xk —X,|,0 bien ||xk - X,

aunque generalmente, como es obvio, no se conocera el limite x, y no se podra calcular

€, por lo que se define el error en cada iteracion como el incremento entre dos
iteraciones consecutivas

€ = |xk+1 - xk|

Si esta cantidad es suficientemente pequeia (menor que un argumento de entrada al que
llamaremos tol), detenemos el algoritmo suponiendo que hemos alcanzado la precision
requerida. Tendremos en cuenta que si el método converge lentamente, estamos
subestimando el error; al contrario, si converge rapidamente, el error serd seguramente
inferior a tol.

Conviene también limitar el nimero maximo de iteraciones, en prevision de que el
algoritmo diverja, oscile indefinidamente o converja muy lentamente. Llamaremos
maxiter al médximo nimero de pasos que permitimos realizar a un algoritmo iterativo.
Si este nimero se supera, detenemos las iteraciones aunque no se haya alcanzado la
convergencia y emitimos un mensaje advirtiendo de este hecho.

Tipos de convergencia

Para determinar la rapidez con que el método iterativo alcanza la solucion se estudia la
sucesion de incrementos {e, } k=1,2,3, ...

. . . : . €. .. .
Se dice que la convergencia es lineal si los cocientes —* tienden a estabilizarse en un

€
€ . r s : : €
valor constante y |[—(<1, y la convergencia es cuadratica si los cocientes —5- se
€k €k
. i1 : -
aproximan a un valor constante y -3+ <1, en ambos casos cuanto mas proximo a 1 es
e
k

el cociente mas lenta es la convergencia, y cuanto mas proxima a cero mas rapida.

€k+1
€

Cuando la tasa de convergencia tiende a cero se dice que la convergencia

superlineal.
Para obtener el tipo de convergencia en el Ejemplo 2, procedemos del siguiente modo

e abs (diff (lambda)) ; % ex = | Xps1 — Xkl

m = length(e);



r=e(2:mm)./e(l:m-1) % ry = ei/ex
Los cocientes incrementales tienden a 0.62 luego tenemos convergencia lineal.

Convergencia del método de las potencias

Analicemos en primer lugar la base tedrica del método de las potencias, para ver que si
el proceso es convergente, se encuentra el valor propio mayor en valor absoluto y su
vector propio correspondiente.

Recordemos los siguientes resultados de Algebra.

. . . . -1 T
Una matriz A, real se dice que es ortogonal si verifica A” = A".

. . . . . . -1 T
Una matriz A,x, compleja se dice que es unitariasi 4 =4,

Teorema espectral

Una matriz Ay, real es simétrica si y solo si A es diagonalizable mediante una matriz
ortogonal, es decir existe una matriz ortogonal P tal que P'AP es diagonal.

La hipdtesis de la simetria puede parecer muy restrictiva. Sin embargo, en la realidad,
en muchas aplicaciones practicas, aparece asociada una matriz simétrica, como puede
verse en el Ejemplo 3.

Si una matriz Anxn, tiene un valor propio dominante y es diagonalizable existen vectores

propios vy, v, vs, ..., v, que forman una base de R"", tendremos que cualquier vector x;
se expresara como combinacion lineal de ellos
Xj=cjvitcvrat+t tce, vy,
si multiplicamos por la matriz 4, como v; son vectores propios con valores propios
asociados A; verifican 4 v; = A; v;, tendremos
x2=Ax;=c;Avit+tcAvo+ "+ c,Av,
=cCy 7\,1 v; + 6’27\,2 v, + 7+ ¢, 7\«n Vy
al multiplicar m veces por 4 se obtiene
Xm+1 =A" X; =cCj ﬂ,‘m v+ ﬂzm v+ T+ ¢y ﬂ’:n Vi
Por lo tanto si el valor propio A; es mayor en valor absoluto que todo el resto, al hacer m
suficientemente grande todos los demas sumandos seran despreciables
A"x; = c Ay,
que es algan multiplo del vector propio v; con factor de normalizacion A; si ¢ # 0.
Por lo que la convergencia del método depende de los siguientes factores:

e Elegir el vector x; inicial de forma que c; # 0, basta con que X; no sea
perpendicular al vector propio asociado a A;, del mismo modo si el vector inicial
es casi paralelo al vector asociado al valor propio dominante A;, todos los demas
coeficientes de la combinacion lineal son muy pequefios en relacion con A; y la
convergencia serd muy rapida.

e Si otro valor propio tiene el mismo valor absoluto que A; o un valor parecido no
habra convergencia o serd muy lenta.

Por tanto el método de las potencias tiene la desventaja de que solo es efectivo si la
matriz posee un valor propio dominante y elegimos adecuadamente el vector inicial,
cosas que en principio generalmente se desconocen.



Programacion del método de las potencias

Tratamos ahora de programar el método de las potencias en MATLAB. Crearemos un
fichero potencias.m que, a partir de una estimacion inicial de un vector propio, uy
calcule el valor propio asociado construyendo una sucesion de iterados (en realidad, un
vector finito) hasta detectar si hay convergencia o no.

Los argumentos de entrada de potencias seran la matriz de la que queremos obtener el
valor propio mayor en valor absoluto, la estimacion inicial uy, la precision con la que
deseamos obtener la solucion, tol y el nimero maximo de iteraciones, maxiter.

Como resultado, obtendremos la estimacion final tanto del vector propio como del valor
porpio asociado. También interesa conocer la distancia entre los ultimos iterados y el
numero de iteraciones realizadas. Si el programa termina por haber superado el maximo
de iteraciones sin alcanzar la convergencia, lo indicara mediante un mensaje.

Las iteraciones u = A u y posterior normalizacion del vector para hallar el nuevo valor
de u y lambda constituyen el ntcleo del algoritmo. En esta parte del programa

controlamos la variacion de un iterado al siguiente, incr=||uk+l —uk”y contamos el

nimero de iteraciones, k. Repetimos el proceso mientras se cumplan dos condiciones:
¢ que la variacidon sea mayor que la tolerancia: incr > tol

¢ que no se supere el maximo de iteraciones: k < maxiter

La instruccion de MATLAB que veremos a continuacion, while e if permiten programar
las iteraciones mencionadas.
while crea un bucle que se repite mientras se cumpla determinada condicion. Su sintaxis
es
while condicién
instrucciones

no while

condicidén

si
\ 4

instruccioén

Y

instruccidn

end

end

Las instrucciones que contiene el while se repiten mientras se verifica la condicion. Si
esta no se verifica, se produce un salto hasta la orden que sigue al end.



Para que el bucle no sea indefinido, las instrucciones del while modifican los términos
de la condicién, de modo que en alguin momento deje de verificarse y entonces el bucle
se termina.
La orden if proporciona bifurcaciones condicionales, su sintaxis es

if condicién

instrucciones

end

las instrucciones se realizan si la condicion se verifica.

&
<

if condicidn

instruccidn

Y

instruccidén

\ 4

Otra estructura de control util es la bifurcacion condicional. Las instrucciones que
contiene el if se ejecutan si se verifica la condicion. Si ésta no se verifica, se produce
un salto hasta la orden que sigue al end.
La instruccidn else permite introducir instrucciones que se ejecutan si la condicion es
falsa. La sintaxis en este caso es
if condicidn
instrucciones cierta
else
instrucciones falsa
end

Se pueden anidar varios if. La instruccion elseif es una abreviatura de else if.

En el programa potencias.m, utilizaremos una bifurcacion condicional para avisar que
no ha habido convergencia si, al finalizar el bucle, la distancia entre los ultimos iterados
es mayor que la tolerancia.

Veamos algunos detalles sintacticos ttiles para formular condiciones que aparecen en la
definicion de un bucle o una bifurcacién condicional. MATLAB reconoce expresiones
logicas, asocidndoles el valor 1 si son verdaderas y el valor 0 si son falsas. No debe
sorprendernos a estas alturas que lo haga vectorialmente.



if condicidén

Y Y

instruccidén instruccidn
instruccién instruccidén

Las comparaciones entre dos variables se codifican de forma natural mediante los
signos de desigualdad e igualdad. Prueba

= [-1 0 17,

> 0 % devuelve 0 0 1
devuelve 0 1 1
devuelve 0 1 0O
devuelve 1 0 1
Notamos que la igualdad se denota con dos signos ‘'igual', para distinguirla de la
asignacion, que usa un solo 'igual'.
La desigualdad se denota con el signo 'igual' precedido de la 'tilde', que se obtiene con la
combinacion de teclas [Alt]+126.
Para combinar varias condiciones utilizamos los operadores 16gicos:

¢ Conjuncion: A&B Es cierta cuando A y B lo son.

[l
Il
(@)
o® o o°

AUV )
vV
Il
(]

¢ Disyunciéon: AB Es cierta cuando alguna de las dos lo es.
¢ O exclusiva: xor(A,B)  Es cierta cuando ambas o ninguna lo son.
¢ Negacion: ~A Es cierta cuando A es falsa.

A y B pueden ser valores cualesquiera, no necesariamente 0 6 1. En este caso, todo
valor no nulo se considera verdadero y viceversa.

Utilizamos comparaciones en los métodos iterativos para comprobar que la distancia
entre iterados es grande, incr>tol, y que no se ha alcanzado atn el tope de iteraciones,
k<maxiter. Efectuamos iteraciones mientras se cumplen simultineamente los dos
requisitos, por lo que la condicidon que controla el bucle sera la conjuncion:

(incr > tol) & (k < maxiter)

Algoritmo potencias

Entrada: A la matriz, u el vector inicial, tol la tolerancia, maxiter n° maximo de
iteraciones.



Salida: 1lambda sucesion de iterados, el ultimo valor serd la aproximacion al
valor propio de mayor valor absoluto, u vector propio asociado, k n° de
iteraciones realizadas.
Proceso:
Inicializar
lambda = []; k=1,
incr= tol+1; %hacemos el error mayor que la tolerancia para que entre en el
bucle
Mientras no converja o no hayamos llegado a maxiter
Multiplicar A*u.
Normalizar el vector resultante dividiendo cada componente entre el
mayor en magnitud.
Calcular el error o incremento
incrementar el contador de iteraciones
fin mientras
Si al salir del bucle no se ha alcanzado la tolerancia deseada
escribir un mensaje indicando que se necesitan mas iteraciones
fin del condicional

Ejecuta la funcion potencias para hallar un valor propio de la matriz del
Ejemplo 2.tomando el vector u = [1,1,1]' , tol de una milésima y un maximo de 30
iteraciones.

A=[.7 .2 .1;.2 0 0;.1 .8 .9];

u=[1 1 11'; tol =0.001; maxiter=30;

[lambda, u, k]=potencias (A, u,tol,maxiter)

Se tiene el valor propio 4=1.0012 y el vector propio asociado u =[ 0.3871, 0.0776, 1]
en 11 iteraciones.

Ejemplo 5

Aplica el método de las potencias a la matriz B, inténtalo primero con un niimero
pequefio de iteraciones de forma que no se alcance la convergencia, luego lo aumentas y
estudias el tipo de convergencia que se produce.

-4 3 2
B=4 1 0
0 3 -1

B=[-4 3 2; 410; 03 -1];

u=[1 1 1]'; tol =0.001; maxiter=4;,

[lambda,u, k]=potencias (B,u,tol, maxiter)

Observas que el programa da la soluciéon que ha obtenido hasta ese momento
advirtiendo que no se alcanza la tolerancia deseada ya que muestra el mensaje de que se
necesitan mas iteraciones. Fijate que el contador de operaciones esta a 5, ;como
explicas esto si maxiter es 4?

Probamos ahora

u=[1 1 1]'; maxiter=20;

[lambda, u, k]=potencias (B,u,tol,maxiter)

Todavia no se alcanza la solucidon, probamos otra vez

u=[1 1 1]'; maxiter=40;



[lambda, u, k]=potencias (B,u,tol,maxiter)

Observa que se necesitan 30 iteraciones, para tolerancia de una milésima, esto ratifica
que la convergencia es lenta, la razon de convergencia esta cerca de 0.7.

e = abs(diff (lambda)) ;

m = length (e);

e(2:m)./e(l:m-1)

r

Método de las potencias inverso

Como hemos visto en los ejemplos previos el método de las potencias obtiene el valor
propio mayor en valor absoluto, vamos a profundizar un poco més para poder obtener
cualquier valor propio, para ello vamos a hacer uso de la siguiente propiedad.

Si A tiene un valor propio A; y es una matriz no singular entonces la matriz A™
tiene el valor propio 1/4;.

Por lo que si en el método de las potencias trabajamos con A™' obtendremos el valor
propio mayor en valor absoluto A; y por tanto //4; .serd el menor valor propio en valor
absoluto para la matriz A, el vector propio correspondiente es el mismo, no requiere
cambios ya que
Ay =2; v multiplicando por 4
v = A; A v multiplicando por 1/4;
1

—v=Av

A

1

es decir v es también vector propio de A asociado al valor propio 1/4;
Ejemplo 6

Vamos a obtener otro valor propio de la matriz A del Ejemplo 2, concretamente sera el
menor en valor absoluto.

A=[.7 .2 .1;.2 0 0;.1 .8 .91;

u=[1 1 11'; tol =0.001; maxiter=30;

[lambda, u, k]=potencias (inv (A),u,tol,maxiter)

Se obtiene -31.5831 en la iteracion 6 como valor propio de A, el de A sera -1/31.5831

que puedes obtener
1/lambda (6)

valor propio -0.0317 y vector u=[ -0.158, 1.000, -0.8417].
Desplazamiento con el método de las potencias

Ya sabemos como obtener los valores propios de mayor y menor valor absoluto,
veamos ahora como obtener los valores propios con un valor absoluto intermedio entre
estos.
Utilizamos ahora la siguiente propiedad

Si A tiene un valor propio A; entonces la matriz A+kl tiene el valor propio A; +k
Con lo cual si suponemos que se desea obtener un valor propio muy cercano a un valor
k, tomamos la matriz desplazada 4-kI que tendra un valor singular muy cerca de cero y
por tanto la inversa de esta matriz desplazada tendra un valor propio mucho mayor en



magnitud que cualquier otro lo que hara que la convergencia sea mucho mas rapida, y
deshaciendo los cambios tendremos el valor propio A4; que buscabamos.

Ejemplo 7

En la matriz del Ejemplo 2 hemos obtenido ya los valores propios 1.012 y -0.0317, para
obtener el valor propio que nos falta que sera un valor intermedio podemos hacer un
desplazamiento de la matriz restando el punto medio de estos valores y proceder como
hemos indicado.

(Notemos que podriamos obtener este valor propio de forma inmediata ya que la suma

de los tres valores propios coincide con la traza de la matriz)

d= (1.012 + -0.0317)/2 %punto medio de los valores propios ya
obtenidos

Ad=A-d*eye (3); % matriz des plazada

u=[1 1 1]'; tol =0.001; maxiter=30;

[lambda, u, k]=potencias (inv (Ad),u,tol,maxiter)

Obtenemos el valor propio 7.0669 en la iteracion 11 con lo que el correspondiente valor
propio de A sera
1/lambda (11)+d

Asi pues el valor propio de A que nos faltaba es 0.6317 y el vector propio asociado
u =[-0.7595, -0.2405, 1]

Como hemos hecho notar, esta técnica de desplazamiento del método de las potencias
también puede utilizarse para acelerar la convergencia del proceso, pero para ello
necesitamos tener informacién sobre en torno a que numeros se encuentran lo valores
propios, para poder realizar el desplazamiento hacia ellos. Esta informacidon nos la
proporciona el siguiente resultado que establece que los valores propios se encuentran
en circulos cuyos centros estan en los elementos de la diagonal a;; con radio igual a la
suma de los valores absolutos de los otros elementos de la fila i.

Teorema de Gerschgorin

a) Todo valor propio A de A,., satisface al menos una de las siguientes
desigualdades:

|/1—al.l.| <r, endonde r; :Zn:‘aii‘ =1,...,n

J=1

J#i
esto es, cada valor propio estd, por lo menos en uno de los discos con centro a;
y con radio r;
b) Sila union de cualesquiera k de estos circulos no intersecta a los n-k restantes,
entonces habra precisamente k valores propios en esta union.
Es obvio que este teorema sera util si la matriz presenta fuerte dominancia en la
diagonal.

Ejemplo 8

Vamos a intentar acelerar la convergencia en el Ejemplo 3, aunque la matriz no es
diagonal dominante, los valores propios estaran en los circulos -4+ 5, 1£4y -1£3, o
hacemos desplazando primero por -4



B=[-4 3 2; 41 0; 0 3 =17
Bd= B+4*eye (3);

u=[1 1 1]'; tol =0.001; maxiter=40;,

[lambda, u, k]=potencias (inv (Bd),u, tol,maxiter)

Para encontrar el valor propio de B

1/lambda (14) -4

hemos reducido el nimero de iteraciones a la mitad, pues inicialmente habia necesitado
30 iteraciones y ahora lo obtiene en 14.

Valores y vectores propios en MATLAB

Existen funciones incorporadas a MATLAB que nos permiten calcular tanto el
polinomio caracteristico de una matriz A, como sus valores y vectores propios.

Si A es una matriz nxn,

P = poly (A) proporciona los coeficientes del polinomio caracteristico de A.

r=roots (P) nos daria las raices de P y por tanto los valores propios de A.

r=eig(A) nos da directamente los valores propios de A.

[S, D] = eig(A), los pardmetros de salida son dos matrices, la primera tiene por
columnas los vectores propios de A y la segunda es una matriz diagonal con los valores
propios de forma que A=SD S™.

En el Ejemplo 1 para tener los valores propios basta hacer
A=[2 0;0 =-3]; lambda=eig(A)

y los vectores propios

[S, D] = eig(A)

Comprobemos los resultados que hemos obtenido en el Ejemplo 2 con el método de las
potencias utilizando ahora los comandos de MATLAB.

A=[.7 .2 .1;.2 0 0;.1 .8 .91;

[V,D]l=eig (A)

V*D*inv (V) S%Scomprobamos que obtenemos A

Notemos que las matrices V y S no coinciden pues los vectores propios no son unicos,
en cada caso se han obtenido de formas diferentes, ahora bien , puedes comprobar que
los vectores propios obtenidos asociados al mismo valor propio son proporcionales, es
decir generan el mismo subespacio propio.

La primera columna de S correspondia al valor propio cercano a 1 que en V se

encuentra en al tercera columna, puedes ver la proporcionalidad haciendo
S(:,1)./V(:,3)

Apéndice: Descomposicidon en valores singulares

La descomposicion de una matriz empleando matrices unitarias u ortogonales es muy
util para diversas aplicaciones, en otros temas trataremos la descomposicion QR de una
matriz y la descomposicion de Shur, vamos a ver ahora la descomposicion de una
matriz en valores singulares, especialmente util para la compresion de datos.

Teorema:
a) Toda matriz real A, pxq puede descomponerse como A=U 2. V", en donde U es
pxp unitaria y ortogonal, V' es gxg unitaria, y ortogonal y J'es pxq y "diagonal"
ya que



Yi=0parai # j,y Xi= o, >0siendo 0, >0, >...2 0, donde s=min {p,q}
b) Los nimeros o, se llaman los valores singulares de 4, y las columnas de Uy V'

. . . . . 2
se denominan vectores singulares derecha e izquierda de A, se verifica que o,

son los valores propios de 4”4 (quiza agregando algunos ceros) y los vectores
propios asociados son las columnas u; de U, es decir Av; = o,u; para [<i<s.

En la practica, el calculo de una descomposiciéon en valores singulares se hace con
técnicas de programacion, esta descomposicion contiene gran informacion sobre la
matriz 4.

Valores singulares y rango

La descomposicion en valores singulares se puede usar para determinar el rango de una
matriz. Mas importante alin es que se puede usar para analizar los distintos rangos que
puede tener la matriz si sus elementos estuvieran sometidos a errores ( por ejemplo de
medicidon o modelado) que podrian ocasionar creer que el rango es mayor de lo que en
realidad puede ser.
Teorema:
a) Elrango k de A es igual al nimero de valores singulares de 4 diferentes de cero.
b) Si A es una matriz real pxg, de rango k, para un r < k , la matriz A; de rango r

que hace minimo a ||A—A'| , entre todas las matrices pxq, A', de rango r viene

dada por
_ T T T ;.
A =ouy, +o,uy, +..+0o.uv,  yelminimo es ||A—Ar

2 =0,

La capacidad de la descomposicion en valores singulares para obtener aproximaciones
de bajo rango de una matriz dada, puede ser util en la compresion de datos, por ejemplo
al enviar fotografias desde el espacio. Una camara de un satélite fuera de la Tierra,
puede enviarnos miles de fotos. Supongamos que para realizar el envio se discretiza o
digitaliza la foto dividiendo la imagen en muchos cuadros pequefios y asignando un
tono de un mismo color a cada uno de ellos. Por ejemplo si hacemos un sobre la foto un
cuadriculado de 1000x1000 tendremos que mandar a la Tierra 1.000.000 de enteros
para cada foto, y asi reconstruir la foto en la Tierra.

El problema es que esto son muchos datos si tenemos a su vez gran cantidad de fotos.
Necesitamos pues un método para comprimir datos con el objetivo de transmitir menor
cantidad. Un método es utilizar la descomposicion en valores singulares de la matriz
1000x1000 A y ver si una aproximacion de bajo rango

A =ocuy, +o,uy, +..+ouv,’
representa adecuadamente la imagen; ésta se transmitiria a la Tierra en la forma de los
2r vectores u;, y Viy los r valores singulares. Fijémonos que por ejemplo si » = 5 para
reconstruir la foto es suficiente con el envio de 2x5x1000+5 =10005 datos por foto e

vez del 1.000.000 inicial, lo que supone un ahorro de mas del 99%.

Ejemplo 9

Vamos a practicar el método de comprension de datos que acabamos de exponer con un
ejemplo sencillo en el a partir de la siguiente imagen discretizada de la foto de una X se
obtienen las aproximaciones de grado 1,2 y 3.



a) Imagen discretizada b) Aproximacion de grado 1

¢) Aproximaciéon de grado 2 d) Aproximacion de grado 3

La imagen discretizada se crea con el siguiente fichero.m, con el que se obtiene la
matriz de datos A de 20x20.

function A=fotox

dp=ones (1, 20);

dl=ones (1,19);

a=diag(dp)+diag(dl, -1)+diag(dl,1);
b=fliplr(a);

A=max (a,b) ;

Af=A+1;

image (Af)

colormap flag

A=fotox;

Calculamos la descomposicion en valores singulares de la matriz A.
[V,S,U]l=svd (R) ;

S=diag (S)

Observamos que A es de rango 10 ya que los valores singulares son

o,=358, 0,753 o0,=46 0,736 o0,=25 o,~1.8 0,714

o,=13 0,=0.6 0,=0.3 ylosotros o, =0



La aproximacion de rango 1 serd 4, =ouv y ||A-Al||2 =0,=53
Al=S(1)*U(:,1)*V(:,1)";

image (round (Al) +1)

colormap flag

L aproximacion de rango 2 serd 4, = ouy, + ou,v; y ||A-A2||2 =0,=4.6
A2=A1+S(2)*U(:,2)*V(:,2)";

image (round (A2) +1)

colormap flag

L aproximacion de rango 3 serd 4, = oyuv| + o,y tosup; y ||A-AL||, =0, =3.6
A3=A2+S(3)*U(:,3)*V(:,3)";

image (round (A3) +1)

colormap flag

Observamos que la aproximacion de grado 1 no es satisfactoria, la de grado 2 ya nos
proporciona una idea muy préxima de la foto inicial con s6lo 82 datos y la de rango 3 se
puede decir que es muy buena ya que con 123 datos se aprecia la foto inicial, que
contenia informacion de 400 datos.

7 Problemas

1.- a)Aplica el método de las potencias para calcular el valor propio dominante de la
matriz 4, asi como un vector propio asociado.

3.0 -5
a=1L 2o
5

11 =2

b) Obtén con el método inverso el valor propio de menor valor absoluto y un vector
propio asociado.

c) Utiliza los circulos de Gerschgorin y la técnica de desplazamiento para acelerar
la convergencia del método.

d) Obtén la descomposicion de 4 de la forma 4 = § D S, siendo D la matriz
diagonal con los valores propios de 4 en la diagonal

e) Compara los resultados obtenidos utilizando los comandos de MATLAB

2.- Utiliza el comando eig de MATLAB para resolver el Ejemplo 2, suponiendo que
inicialmente la maquina esta en perfecto estado, D; = [1,0,0] averigua el estado al cabo
de una semana y al finalizar el mes. ;Crees qué se puede determinar el estado a largo
plazo?.

3.- Una red de comunicaciones transmite digitos binarios, 0 6 1. Al pasar por la red,
existe una probabilidad g de que el digito que se recibe en la siguiente estacion sea
incorrecto. Si X; denota el digito binario que entra al sistema, X, el digito binario
registrado después de la primera transicion y asi sucesivamente. Plantea el problema
como una sucesion de 4 estados, obtén la matriz de transicion de un paso a otro como en
el ejemplo 2, para analizar la validez de la transmision a largo plazo.



4.- Resuelve el Ejemplo 3 correspondiente a un sistema mecéanico de masas y resortes
con los datos que en el mismo figuran.

5-. Una matriz persimétrica es una matriz que es simétrica alrededor de ambas
diagonales; es decir

A=(ay),,, es persimétricasia, =a, =a
Muchos problemas de la teoria de la comunicacion tienen soluciones que involucran a
los valores y vectores propios de matrices persimétricas. Por ejemplo el vector

caracteristico correspondiente al valor caracteristico menor de la matriz persimétrica de
4x4

o i g Vi=loonyj=1..n

2 -1 0 O

-1 2 -1 O
A=

o -1 2 -1

0O 0 -1 2

da la respuesta impulsiva de un canal de energia-unidad para una secuencia de error
dada de longitud 2 y subsecuentemente, el peso minimo de cualquier secuencia de error
posible.

Utiliza el método de las potencias y sus variantes para obtener el menor valor
caracteristico de la matriz A y su vector propio correspondiente.

6.- Un sistema dindmico lineal puede presentarse por las ecuaciones

dx

2 A()x(2)+ B(yu(t), y(t)=C()x(2)+D(t)u(t)

t

donde 4 es una matriz variable de, B es una matriz variable de, C es una matriz variable
de, una matriz variable de, X es un vector variable n-dimensional, y es un vector variable
m-dimensional y u es un vector variable r-dimensional. Para que el sistema sea estable,
todos los valores caracteristicos de la matriz 4 deben tener una parte real no positiva

para toda ¢.
Determina la estabilidad del sistema en los siguientes casos:
-1 2 0
a) A(t)=|-25 -7 4
0 0 -5
-1 1 0 O
-2 1 0
DAO= g g s
-1 -1 =2 -3

7.- Elige una letra del abecedario, la inicial de tu nombre o de alguno de tus apellidos, y
realiza el proceso seguido en el apéndice del tema para comprimir datos. Para ello debes
obtener una foto discretizada de la letra mediante una matriz de 20x20 y realizar la
descomposicion en valores singulares de esta matriz para obtener las aproximaciones de
rango minimo que permitan identificar la foto inicial.



8 Soluciones
2.-

A=[.7 .2 .1;.2 0 0;.1 .8 .9];
[S,D]=eig(A)

supongamos que el primer dia del mes la maquina esta en perfecto estado, al cabo de 15
dias tendremos
G
DIS = (ﬂ"llS_lvl b ﬂ'ZIS_IV2 > ﬂ'_ils_l) CZ = cl 15_lvl + CZA’ZIS_IVZ + C32'315_1v3
G
¢
con c=8"'D, =|c, | y A1los valores propios de A

Gy

D1=[1 0 0]"';

c=inv (S) *D1;
D7=c(1)*D(1,1)"6*S(:,1)+c(2)*D(2,2)76*S(:,2)+c(3)*D(3,3)"6*S(:,3
)

y al finalizar el mes

D30=c (1) *D(1,1)729*S(:,1)+c(2)*D(2,2)"29*S(:,2)+c(3)*D(3,3)"29*S
(:,3)

A largo plazo podemos simplificar el resultado ya que existe un valor propio dominante
c(3)*D(3,3)"29*S(:,3)

y los otros dos sumandos son practicamente nulos.

c(2)*D(2,2)"29*S(:,2)

c(l)*D(1,1)"29*S(:,1)

Por lo que a largo plazo el proceso alcanza un estado estacionario sin importar el estado
inicial del que partimos, que coincide con un vector propio del valor propio A =1, en
este caso :dicho estado estacionario sera:

c(3)*S(:,3)

ans =
0.2632
0.0526
0.6842

Es decir, independiente de como se encuentre la maquina un determinado dia al cabo de
un tiempo la probabilidad de que este funcionando es aproximadamente del 26%, la
probabilidad de que este estropeada es s6lo del 5% y en el 68% de los casos la maquina
estd siendo reparada.

(15 =10 x [ X
4.-Para resolver el problema de valor propio =w hallaremos los
-10 25 )\ x, X,

valores propios de La matriz K;
K=[15 -10;-10 25]

K =
15 -10



-10 25
lambda=eig (K)

lambda =
8.8197
31.1803

y finalmente w = Ja
w=sqgrt (lambda)

2.9698
5.5839

A partir de estos valores e imponiendo las condiciones iniciales x,(0)=0y x/(0)=1
obtenemos las ecuaciones de movimiento:
x,(t) =—A,sin(wt+¢,)

x,(0)=—4,sin(¢)=0de donde 4; = 0 o bien ¢ = 0, supongamos este caso. Para
determinar 4; utilizaremos x/(0) =1

x/(t) = —wA, cos(wt +¢,)
Para ¢ = 0 tendremos 1=-2.9698 4, por lo que 4; = -1/w,.
Andlogamente se obtiene 4. .

A=-1./w

A:
-0.3367
-0.1791

Y por tanto queda determinado el movimiento que representamos a continuacion:
t=0:0.01:5;

x1=-A(1l) .*sin(w (1) *t);

xX2=-A(2) .*sin(w(2)*t);

plot(t, [x1;x2+0.5])

A
A

0.8+
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diary on

%
% VALORESPROPIOSY VECTORES PROPIOS
%

% Se tiene una aplicacion lineal representable mediante una matriz
% ¢€: giro en el plano, proyeccion en un plano, ...

% la matriz actua anteponiendose a punto sobre el cual actua
%ej: proyeccion en plano XY

A=[100;010;000];

x1=[2;3; 4];

X2 =A*x1

X2 =

w N

clear

%lo ideal seriaque lamatriz fuera diagonal, reduciendo enormemente la dificultad de aplicar la matriz a un punto
%si laaplicacion lineal se representa mediante una diagonal, ejerce el cambio independientemente a cada componente del punto.
% Obviamente e suna forma mas sencilla de representar la matriz

%PArallegar aestaformase utilizan los valores y vectores propios

%l os valores propios coinciden precisamente con |los elementos de |a diagonal

%Definicion:

% SeaA (n*n)

% v (!=0) esvector propio de A si: A*v =hv (hun numero real)

% normal mente se escribe como lambda, pero como €l teclado no esta ne griego, usare la h, que 'se parece' :)

% si tenemos una base del espacio formada por vectores propios, entonces lamatriz delaA. L. referida a esa base tiene forma diagonal
% ademas, dichamatriz (A) vienedadapor A =S* D * inv(S)

% donde S es una matriz formada por |os vectores propios

%la forma numerica de calcular dicha matriz no tiene nada que ver con lateoria

% basicamente hay 2 procedimientos
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% - Uno consiste en transformar la matriz en diagonal mediante una serie de transformaciones, y el registrro de dichas transformaciones dalugar alamatriz S de los vectores propios
>> % El procedimiento analitico para obtener valoresy vectores propios es total mente opuesto

>> 9% se plantea el problema como un sistema de ecuaciones lineales
>> 0p AX=hX

>>
>> %%que queda como...

>>

>>9% [all-h al2 al3; [x1; [O;
>>0 a21 a22-ha23; x2; =h. 0
>>0% a3l a32 a33-h] x3] 0]

se busca que el sistema trenga infinitas soluciones

por |o tanto se busca que € determinante sea cero

al calcular el determinante se obtiene un polinomio con h

se calculan las raices de dicho polinomio y se obtienen las hl, h2, .. hi que van en lamatriz diagonal D
luego se buscan los vectores para cada h

y de ahi se puede escribir lamatriz S, con |os vectores propios en las columnas

A nosotros este sistema no nos sirve de mucho

la construccion del polinomio e sun poco incomoda

y sobre todo |a obtencion de las raices esta sujeta a error

y encimasi quiero resolver € sistemano homogeneo con solucion no trivial

Analiticamente esta todo perfecto, pero numericamente el proceso tiene dificultades

Numericamente |o que se hace es obtener D mediante usa serie de procedimientos a partir de lamatriz A, durante |os cuales se pueden obtener |os vectores propios
¢Que hace matlab para calcular las raices de un polinomio? no os lo podeis ni imaginar

construye una matriz cuyo polinomio caracteristica sea el polinomio

obtiene los vectores y val ores propios de esa matriz
y €l resultado de los valores propios se los asigna alas raices del polinomio

--- Aplicacion interesante de val ores propios que ademas nos da laidea del metodo nuemrico que vamos a utilizar es:

.2 El caleulo de potencias de unamatriz ::::

gue ventgjatiene trabajr con val ores propios para hallar las potencias?
pues muy sencillo

paraelevar a cuadrado una matriz hay que determinar 2 elementos, cada uno de ellos requeire n operaciones
€l total es N3 operaciones cada vez que se multiplica unamatriz por otra
ahorabien, si lamatriz fuese diagonal, para multiplicarla bastarian solo n operaciones (cada el ementos de la diagonal)
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Procedimiento:
- Diagonalizar lamatriz
- Elevar alapotencia que se requeira

sisetiene A=SDinv(S)
AN2=(SDinv(S) SD inv(S) = SD*2inv(S)

luego ya solo queda deshacer el cambio para obntener el resultado en los terminosiniciales

sirve para cualquier potencia

ANk =SD Nk inv(S)
La potencia de matrices es muy util paraver lo que ocurre en diversas situaciones alalarga (procesos de MARKQOV)
Ejercicio: Aplicar lo que veamos hoy a primer problema que hicimos

ver gemplo en las transparencias de la practica 6
estado de una maguina en uan fabrica al cabo de k dias
D2=AD1
D3=AD2=A"2D1

Dk = A Dk-1 = A7(k-1) D1

A =[0.70.20.2,0.20.70; 0.1 0.1 0.8];

u=[11 1]' %hace |latraspuesta para ser mas rapido...
lamda = []; Y%valores propios

k = 1; %contador de iteraciones

%PROCESO
v=A*u
V=
1.1000
0.9000
1.0000
u = v/v(1) %para conseguir € primer elementeigua al
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u=
1.0000

0.8182
0.9091

plot(u)
hold on

%volvemos a repetir [os pasos
v=A*u

V=
1.0455
0.7727
0.9091

u=viv(l)

u=
1.0000

0.7391
0.8696

plot(u,'g)

%vamos arepetir este procedimientoi hasta cansarse

v=A*u
u=v/v(d);
plot(u,'r;
Vv = A*y;
u=viv(d);
plot(u,'r);
fori=1:10
Vv =A*u;
u=viv(d);
plot(u,'r;
hold on
end
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%llega un momento en el cual aungue siga se quedaigual

% hemos obtenido UN VECTOR PROPIO de valor propio =1

% yague laimagen de si mismo dasi mismo!

%con muy poco mas tendremos le metodo iterativo: el poco mas es automatizar |os pasosy dar un criterio de convergencia

%el criterio de convergencia: [xk+1-xk|<tol o k>=maxiter

% si xk+1y xk fueran vectores, log ue se haria es calcular la'norma de ladiferencia
%como las cosas pueden ir mal y nunca se llegara a esa tolerancia se utiliza un maximo de iteraciones

% mas 0 menos se tiene como hacer €l algoritmo en las transparencias

%procedemos con €l fichero

function [lambda, u, k]=potencias(A,u,tol,maxiter)
% POTENCIAS paracalcular valor propio de A
% Inicidizar e grafico

plot(u)

pause
hold on

% Inicializar

k=1,

lambda(1) = 1; %para que no ocurra nada al comprobar lambda(k-1) la primeravez
incr = tol+1;

% Iteraciones

whileincr>tol & k<maxiter

%contar |las iteraciones
k = k+1;

v =A*uy;
%normalizamos el vector (dividir por lamayor componente)
[mx,i]=max(abs(v)); %devuelve cua es el maximoy en que posicion se encuentra

u=viv(i);

%medimos el incremento
lambda(k) = v(i); %guardamos en un vector |os coeficientes de normalizacion
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incr = abs(lambda(k)-lambda(k-1));

plot(u)
pause

end

hold off
close

% Aviso no convergencia
if incr>tol

disp('No ha convergido")
end

[lambda, u, k]=potencias(A,u,tol,maxiter)
u=
1.0000

0.6667
0.8333

16

plot(lambda, *")

>> [lambda, u, k]=potencias([1 2; 0 1],[1 1]',1e-5,40)
No ha convergido

% el vector propio esel 10, la convergenciaes MUUUUUY lenta.
>> [lambda, u, k]=potencias([1-1; 1 1],[1 1]',1e-5,20)
No haconvergido
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%se puede ver porque si se quitael hold on
%Il o que ocurre es que los vectores van ciclando y no converge nunca

Rapidez de convergencia
Tipos de convergencia

Error del paso k (Diferencia entre sucesivas aproximaciones)
ek = | xk+1 - xK|

Convergencialineal cuando
ek+1/ ek --> cte< 1 (si tiende a cero, converge muy rapidamente)
(el peor delos casos seria que la cte tiende a 1, en cuyo caso
€l error se reduce muy lentamente)
Convergencia cuadratica cuando
ek+l/ek"2 --> cte< 1
(esmejor que una convergencia lineal, mas rapida
el error entre pasos es cada vez menor)

incluyamos la velocidad de convergencia

sabiendo que diff(lambda) da u n vector con las diferencias entre elementos sucesivos
%Analisis de la convergencia

e = diff(lambda); %vector con lambda 2-lambdal, lambda3 - lambda2, etc...

r = e(2:end)./e(1:end-1); %Tasa de convergencia

La funcion queda como:

function [lambda, u, k,e,r]=potencias(A,u,tol,maxiter)
% POTENCIAS paracalcular vaor propio de A

% Iniciaizar e grafico
plot(u)

pause

hold on

% Iniciaizar

k=1;

lambda(1) = 1; %para que no ocurra nada al comprobar lambda(k-1) la primeravez
incr = tol+1;
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% lteraciones
whileincr>tol & k<maxiter

%contar |as iteraciones
k = k+1;

Vv = A*y;

%normalizamos €l vector (dividir por lamayor componente)
[mx,i]=max(abs(v)); %devuelve cual es el maximo y en que posicion se encuentra
u=viv(i);

%medimos el incremento
lambda(k) = v(i); %guardamos en un vector |os coeficientes de normalizacion
incr = abs(lambda(k)-lambda(k-1));

plot(u)
pause

end

%Analisis de la convergencia
e = diff(lambda); %vector con lambda 2-lambdal, lambda3 - lambda2, etc...
r = e(2:end)./e(1:end-1); %Tasa de convergencia

hold off
close

% AViso no convergencia
if incr>tol

disp('No ha convergido")
end

>> [lambda, u, k,e, r]=potencias(hilb(10),ones(10,1),1e-5,40)
lambda =

Columns 1 through 5

1.0000 2.9290 1.9164 1.7819 1.7577

Columns 6 through 10
17530 17521 17520 1.7519 1.7519
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u=
1.0000
0.6090
0.4531
0.3653
0.3078
0.2667
0.2358
0.2116
0.1920
0.1759

10

e=

Columns 1 through 5
1.9290 -1.0125 -0.1345 -0.0242 -0.0047
Columns 6 through 9
-0.0009 -0.0002 -0.0000 -0.0000

r=

Columns 1 through 5

-0.5249 0.1329 0.1799 0.1923 0.1950
Columns 6 through 8

0.1956 0.1957 0.1957

Nuestro metodo |o que obtiene eslamda, cuyo limite es el valor propio dominante
y un vector u, tal que

>> hilb(10)* u-lambda(end)*u %da cero dentro de latolerancia elegida
ans=
1.0e-005 *

-0.1331
-0.1044
-0.0869
-0.0748
-0.0659
-0.0589
-0.0534
-0.0488
-0.0450
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-0.0418

>> eig(hilb(10))
ans=

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0025
0.0357
0.3429
1.7519

nuestro metodo de las potencias |o que ha calculado es el mayor valor propio (Ilamado dominante) (el de mayor valor absoluto)

si no hay tal valor propio dominante, funciona peor o no funciona

METODO DE LAS POTENCIAS INVERSAS

Calcula el menor valor propio (el mas proximo a cero)
Es generalmente mas rapido que el anterior

Permite calcular el valor propio mas proximo a donde se quiera
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El algoritmo de potencias converge al valor propio maximo de una matriz.
¢COmo nos acercamos a OTROS val ores propios?
g los valores propios d euna matriz son (en larectareal):

|----------- X------- Y X----
0 N

el ultimo es e que se encuentra mediante el metodo de |as potencias.
Si tenemos:

A*v = h*v
v=h*inv(A)*v
iInv(A) * v= v/h=(1/h) * v

paralamatrizinv(A)
el vector propio es el mismo, con un valor propio (1/h)

haciendo el método de |as potencias ainv(A) proporciona el mayor
valor propio deinv(A), esdecir, el mayor (1/h), que esigual al
menor valor propio (h) de A.

Basta con aplicar el metodo de las potencias ala matriz inversa.
(AL aplicar e metodo de las potenicas, el elemento que interesa es lamda(end)

>> [lambda, u, k,e,r]=potencias2(hilb(3),[1 1 1]',1e-5,10);
>> |ambda(end) %el valor propio
ans =

1.4083

>> U %el vector propio
u=

1.0000

0.5560

0.3909

Que comparando con |os obtenidos mediante eig.
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>>[S,D] = eig(hilb(3))
S=

-0.1277 0.5474 0.8270
0.7137 -0.5283 0.4599
-0.6887 -0.6490 0.3233

0.0027 0 0
0 0.1223 0
0 0 1.4083

corresponde al ultimo de Iso valores propios con su vector propio.
Si lo aplicamos alainversa
>> [lambda, u, k,er]=potencias2(inv(hilb(3)),[1 1 1]',1e-5,10);

>> |ambda(end)
ans =
372.1151

>> 1/lambda(end)
ans =
0.0027

>> U
u=
-0.1789
1.0000
-0.9649

vemos que el valor esigual.
El vector tb esigual (hay que normalizarlo)

>> S/S(2,1)

ans =
-0.1789 0.7670 1.1587
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1.0000 -0.7402 0.6443
-0.9649 -0.9093 0.4530

en lugar de pedirle que haga
v=inv(A)*u

podemos pedirle

v=Alu

para ser mas estricto aun se podria utilizar la factorizacion LU
yaque vaaresolver e mismo sistema repetidas veces.

potinv.m

editamos potencias.m y cambiamos
v =A\y;

y anadimos
lambda = 1./lambda

V eamos como funciona
>> [lambda, u, k,e,r]=potinv(hilb(3),[1 1 1]',1e-5,10)

>> |ambda(end)
ans =
0.0027

>> U
u=
-0.1789
1.0000
-0.9649

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asignat...er%20Cuatrimestre/ Practi ca%206%620-%202/practi cab-2.txt (3 of 6) [09/03/2008 13:49:17]



file:///E|/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asignaturas/1B/L aborat...atemati cas/Primer%20Cuatrimestre/ Practi ca%206%620-%202/practicab- 2.txt

Como encontramos |os val ores propios intermedios?
A*u=h*u

S desplazamos lamatriz A con laidentidad: dl
da el desplazado del valor propio

(A+dl)*u = (h+d)*u

a desplazar lamatriz, el valor mas procimo a cero resulta ser
el valor mas procimo ad

Vamos a anadir a algoritmo de las potencias un parametro que sead
y le anadimos el comando:
A=A - d eye(size(A));

y alambda |le quitamos &l desplazamiento que hemos hecho:

gue no te lie dclo de restar y sumar, simplemente como el
desplazamiento siempre conviene que sea negativo, |0 ponemos
ya como supuesto.

>> [lambda, u, k,e,r]=potinv(hilb(3),[1 1 1]',1e-5,20,0.1);

-->Valor propio mas proximo ad:
ans =

0.1223
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--> Vector propio asociado:
u=
-0.8435
0.8140
1.0000
Que es en efecto el valor propio intermedio junto con su vector propio
>> S./S(3,2)
ans =
0.1967 -0.8435 -1.2743
-1.0998 0.8140 -0.7086
1.0611 1.0000 -0.4981

La situacion es mas complicada que esto, puesto que |os val ores propios
pueden estar en C (complejos)

Cuando los valores propios se amontonan

El peor caso es cuando hay un valor propio doble.

Para hallar |os vectores propios independientes.

Puede solo existir un vector propio.

Puedes verlo en la aplicacion colgada en laweb;

Hay otraformade calcular valores propios que numericamente tiene mejores
propiedades.
A=S*D*inv(S)

Descomposicion en valores singulares
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A(mxn) = U(mxm) S(mxn) V*(nxn)

Uy V unitarias (V* significa traspuesta conjugada)
S'diagonal’ (puede no ser cuadrada)

Las columnas de U son una base en el espacio de llegada

Las sigmas, que forman ladiagonal de S, son unos escalares
Lasfilas (porq estatraspuesta) de V* son elemntos de una base en el espacio de partida

RN ---->|Rn

ver .doc

Vamos adiscretizar la X.

>> A = fotox;
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7 Integracion Numérica (1)

La integral definida de una funcion de una variable aparece en muchas aplicaciones
geométricas y fisicas, como el célculo de longitudes, areas y volimenes, centros de
gravedad y momentos de inercia. Para resolver analiticamente estos problemas necesitamos
una expresion explicita del integrando y que ésta admita una primitiva sencilla, lo que
limita la aplicabilidad a recintos de geometria simple. En la préactica ademads, solo
disponemos generalmente de un conjunto discreto de valores del integrando, por lo que hay
que buscar una alternativa numérica a la evaluacion de la integral.

Las férmulas de cuadratura numérica se reducen finalmente a una suma ponderada de
valores de la funcion en determinados puntos del intervalo de integracion. La forma de
elegir estos puntos, llamados nodos, y los valores asignados a los pesos caracterizan las
distintas formulas utilizadas. Los métodos que tratamos aqui toman nodos equiespaciados,
lo que facilita su aplicacion a datos experimentales.

Una regla de integracion numérica sencilla es la de trapecios. Esta integra exactamente
polinomios de primer grado.

Un aspecto clave de la integracion numérica es la estimacion del error de las formulas de
cuadratura. Damos formulas teéricas que acotan este error, aunque en la practica lo
estimamos comparando valores aproximados de la integral obtenidos con distinto nimero
de intervalos. El método iterativo de trapecios evaliia eficientemente la integral al tiempo
que proporciona una estimacion del error.

Exigiendo que la féormula integre exactamente polinomios de segundo grado se obtiene
la regla de Simpson. Aqui obtenemos esta formula mediante el andlisis del error de la
formula de los trapecios, segtn el llamado método de extrapolacion de Richardson.

La aplicacion reiterada de esta técnica da lugar a la integracion de Romberg que, bajo
ciertas condiciones, proporciona formulas de precision tedricamente tan alta como se
quiera. MATLAB incorpora métodos de cuadratura adaptativa, que toman mas o menos
nodos segun el comportamiento de la funcidén en cada parte del intervalo de trabajo.

7.1 Integral definida: Calculo

Los métodos numéricos de integracion se basan en la interpretacion de la integral definida
como medida del area entre la grafica de la funcion, el eje de abscisas y las ordenadas de
los extremos del intervalo.

Constituyen la alternativa a la Regla de Barrow cuando no se dispone de la primitiva,
bien porque es dificil de calcular o bien porque el integrando s6lo se conoce en un niimero
finito de puntos, al proceder de datos experimentales.

Hay funciones relativamente sencillas, como sen(x)/x, cuya primitiva no tiene una
expresion analitica finita. Muchas funciones de gran importancia en las aplicaciones se
definen mediante integrales de este tipo, por ejemplo, la funcion Gamma de Euler

I'(x)= J: et~ dt, x>0



o la funcion de error,

erf(x):j? [[e di

que esta relacionada con la distribucion de probabilidad normal, o distribucion de Gauss.
Se supone generalmente que los errores producidos al efectuar una medida experimental
siguen la distribucion normal.

Numéricamente, aproximaremos la integral mediante una suma ponderada de valores de
la funcion en ciertos puntos del intervalo de integracion llamados nodos. Los coeficientes
de la formula se llaman pesos.

I:f(x)dxgPlf(xl)+sz(xz)+-~-+1?nf(xn)

La suma de los pesos debe ser igual a la longitud del intervalo.
p+p,++p,=b-a
En el caso de integrandos procedentes de datos experimentales, ademas de no disponer,
obviamente, de la primitiva, conocemos los valores de la funcidon s6lo en un numero finito
de nodos. Esto limita los métodos aplicables, pues muchos de ellos requieren nodos en
cantidad y posicion fijas, lo que es dificil de conseguir experimentalmente.

7.2 Formula de los Trapecios

La formula de los trapecios simple se obtiene al aproximar el integrando f en [a,b] por la
recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). La integral de esta funcion de grado 1 es el area
del trapecio rectangulo de bases f(a) y f(b) y altura b-a. De aqui el nombre del método.
Dicha area es

=~ /@ 1®

El error de la féormula depende de lo curvada que sea la funcion entre a y b. Como la
derivada segunda mide la curvatura, es razonable que esta derivada aparezca en la
expresion del error. En consecuencia, la férmula serd exacta para funciones con derivada
segunda nula, o sea, polinomicas de primer grado.

E. = —%f"(& ),  paracierto § €[a,b]



’ J
f(a)
f(b)

a b

Férmula de los Trapecios Simple

Para disminuir el error, dividimos el intervalo en subintervalos y aplicar la formula de
trapecios en cada subintervalo. Asi obtenemos la féormula de trapecios compuesta.

Si dividimos [a,b] en n subintervalos iguales de longitud 2=(b-a)/n, aplicamos la formula
de trapecios simple a cada subintervalo y sumamos los resultados, obtenemos la formula de
trapecios compuesta. Se trata de una formula cerrada (es decir, que los extremos del
intervalo son nodos de integracion) en la que los nodos interiores tienen peso 4 y los
extremos peso 4/2 cada uno.

h
IT[h]zi(yO+2y1 +2y,+ 42y + )

El error de la féormula de los trapecios se expresa en funcion de la derivada segunda de f
en un punto del intervalo.

E,. = —%(b—a)f”(?3 ), paracierto § €[a,b]

Si la derivada segunda no varia mucho. Se puede suponer que el error es proporcional a
h?, lo que significa que al duplicar el numero de subintervalos, esperamos que el error se
divida por 4. Esta suposicion no es valida si la derivada segunda no est4 definida en alglin
punto del intervalo.

En MATLAB construimos fichero.m con el siguiente algoritmo.

Algoritmo de Trapecios

- Entrada: a, b: intervalo

n: nimero de subintervalos
- Salida: I: estimacion de la integral por la formula de los trapecios
« Proceso: Calcular el paso, h=(b-a)/n

Crear el vector de nodos, x=a:h:b



Calcular el vector de ordenadas, y=f(x)
Construir un vector con los pesos, p=h/2*[122...2 1]
Evaluar la formula de los trapecios: I=p*y’

Ejemplo 1

/2
Considera la integral .[0 SCNY i
X

Evalta la integral por el Método de los Trapecios con 2, 4 y 8 intervalos. Define la funcién
en x=0 para evitar la indeterminacion.

damos los valores del intervalo y calculamos para el primer valor de n y obtenemos 4.
n=2,a=0, b=pi/2, h=(b-a)/n

n -
2
a =
0
b =
1.5708
h =
0.7854
Definimos una funcién.m senxx y calculamos el valor de la integral
i=trapecio('senxx',a,b,?2)

i =
1.3498

Caslculamos la integral para evitar que se indetermine en x=0.
i=trapecio('f',ateps,b,2)

y =
1.0000 0.9003 0.6366
i =
1.3498

Lo mismo para n=4, 8.

La acotacion del error de la formula de los trapecios no es practica pues requiere el
calculo de la derivada segunda. En su lugar, aplicamos la férmula con distinto nimero de
subintervalos, n; y n, y tomamos la diferencia entre los resultados como estimacion del
error.

Si el n, es multiplo de n;, se pueden reutilizar los nodos ya calculados. Duplicando cada
vez el nimero de intervalos, introducimos la minima cantidad posible de nodos nuevos.



Con el mismo trabajo que costaria considerar un nodo mas, obtenemos una precision cuatro
veces mayor.

Veamos la relacion entre dos evaluaciones de la férmula de los trapecios, una con doble
numero de subintervalos que la otra.

Denotamos por I7/h] la integral de f'en [a,b], por la formula de los trapecios con paso
h = (b —a)/n y nodos

a=X0<X; <X <...<Xp1<X,=b.
Introducimos ahora nodos intermedios,
ath2=x1p<x3n<...< X@2n-1)2 = b-h/2
quedando 2n subintervalos de longitud mitad, 4/2.

Evaluamos la formula de los trapecios con paso //2 y, agrupando los términos
correspondientes a la integracion de paso /4, obtenemos la nueva integral en términos de la
anterior y de los valores de f en los nuevos nodos. De este modo sélo realizamos las
operaciones estrictamente necesarias y obtenemos de propina la estimacion del error.

It[h/2] =h/4 (yo+ 2y12+ 2y1 + 2y30+ 2y2 +... + 2y n-1y2 T Yn) =
=h/4 (y0+ 2y1 + 2y2+ e T 2Yn—l + YH) +
+h/2 (yintysntyset ... tyennn) =
= It[h]/2 + h/2(y1 + ys+..Fyn1)

Mediante esta relacion, construiremos un algoritmo de trapecios iterativo que va
duplicando el numero de subintervalos hasta que la variaciéon entre dos evaluaciones
consecutivas sea menor que la tolerancia exigida.

E[h/2]=I,[h/2]-1,[h]

Algoritmo de iterativo de Trapecios

- Entrada: a, b: intervalo
n: nimero de subintervalos
tol: precision
maxiter: tope de iteraciones
- Salida: I: estimacion de la integral por la férmula de los trapecios
incr: estimacion del error
iter: numero de iteraciones efectuadas
« Proceso: Calcular la estimacion inicial de /7/A] por trapecios con paso 4
Inicializar incr y el contador de iteraciones, iter
Mientras incr >tol y iter < maxiter
Hallar los nosdos nuevos, x=/x; X3/, ... , Xn-1/2/
Calcular el vector de ordenadas y=f(x)
Refinar la estimacion I7/h/2]=Ir[h] + h/2*sum(y)
Calcular incr, incrementar iter
Dividir 4 por 2
Actualizar I7/h].

Ejemplo 2



Definimos una funcion .m llamada frapiter y resolvemos el siguiente aopartado del
ejemplo anterior.

4 . r . .« ey —4
(Cuantos intervalos serian necesarios para obtener una precision del orden de 107

Para obtener una precision de ese orden fol vale 10"-3 porque si ponemos nos sale una
precision de 107-5, 107-6, ...

Aplicamos la funcion .m trapiter
[sol,iter,incr]=trapiter('senxx',0,pi/2,4,1e-4,100)

sol =
1.3707

iter =
5

incr =

6.1037e-005

Sol: n=4*2"(iter-1)=64

7.3 Regla de Simpson

La formula de los trapecios integra exactamente los polinomios de primer grado utilizando
dos nodos, xy y x; en el intervalo [a,b]. Afadiendo un nodo mads, esperamos que para
ciertos pesos a determinar, la formula
I =pof(x1) + pif(x2) + pafix3)
sea exacta para polinomios de segundo grado. Los pesos se determinan sustituyendo f por
un polinomio de grado 2 y resolviendo el sistema lineal resultante.
En el caso particular de x; = a,; x, = (a+b)/2; x; = b, queda la regla de Simpson simple.

fff@ﬂszs=b;a(f60+4fw#>+fw»

La caracteristica mas destacable de esta formula es que resulta exacta para polinomios
de tercer grado, mientras que en su construccion solo se exigia la exactitud para grado 2.

El error cometido al aproximar la integral de una funcién cualquiera con derivada cuarta
continua viene dado por la formula

-y

B =1l =700

M@,  Eelab]



Para reducir el error, subdividimos el intervalo [a,b] en partes iguales antes de aplicar la
regla de Simpson. Asi obtenemos la regla de Simpson compuesta.

> Simpson simple -

a (a+b)/2 b

Simpson compuesta

Xo

Algoritmo de la regla de Simpson Compuesta

- Entrada: a, b: intervalo
n: nimero de subintervalos ( ha de ser par )
- Salida: I: estimacion de la integral por la regla de Simpson
« Proceso: Calcular el paso, h=(b-a)/n
Crear el vector de nodos, x=a:h:b
Calcular el vector de ordenadas, y=f(x)
Construir un vector con los pesos, p=h/3*[1 424 2...241]
Evaluar la formula de los trapecios: I=p*y’

La férmula de Simpson es de orden 4, lo que significa que al duplicar el nimero de
intervalos, el error se divide por 2*. En la practica esto supone que cada vez que el paso se
divide por 2, el error se divide por 2*= 16, con lo que se obtiene al menos una cifra decimal
exacta mas en el resultado.

Vamos a obtener la regla de Simpson por un procedimiento alternativo que proporciona
directamente estimaciones del error. Ademas, este procedimiento se generaliza facilmente,
dando lugar a formulas de integracion de precision tan alta como queramos, al menos en
teoria.

El error de la formula de los trapecios es aproximadamente proporcional a 4, si la
derivada segunda del integrando no varia mucho en el intervalo de integracion.

Evaluando esta formula para dos valores de # (como hemos visto, lo mas facil es tomar
h 'y h/2, y aplicar trapecios iterativo), eliminamos el término de orden 2 del error y
obtenemos una estimacion mas precisa de la integral. Este truco se denomina extrapolacion
de Richardson.

Desarrollando las integrales que aparecen en la férmula de Richardson, se comprueba
que estzj estimacion es precisamente la Regla de Simpson con paso /4/2, cuyo error es de
orden A"

Algoritmo de Simpson-Richardson



- Entrada: a, b: intervalo
n: numero de subintervalos dobles
- Salida: I: estimacion de la integral por la regla de Simpson
« Proceso: Calcular el paso, h=(b-a)/n
Calcular I7/h] por trapecios
Calcular I7/h/2] como en trapecios iterativos
Calcular Is por la formula Is=(4*I7[h/2]-I7[h])/3

La idea de Richardson que proporciona la integral de Simpson (de orden 4) a partir de dos
estimaciones de trapecios (de orden 2) se puede aplicar también a dos estimaciones de
Simpson para obtener una estimacion de mayor orden (6).

AL [h2]Ig[h] _
42_1 d;,IR[h/zj

=

Analogamente, dos estimaciones de orden 6 proporcionan una estimacion de orden 8, y
asi sucesivamente.

Ejemplo 3

Definimos una funcién .m simpson la cual aplicamos para calcular la integral del Ejemplo
1 por la Regla de Simpson con 2, 4 y 8 intervalos.

i=simpson ('senxx',0,pi/2,2)

n =

i =
1.3713

7.4 Integracion de Romberg

La aplicacion sistemadtica de la extrapolacion de Richardson se conoce con el nombre de
Integracion de Romberg. La férmula de los trapecios para cierto 4 proporciona la primera
estimacion de la integral, Ir/h/. Obtenemos una segunda estimacion con paso A/2, por
trapecios iterativos, y de ambas, una estimacion de Simpson [Is/h/2]. El tercer paso
comienza con la estimacion I7/h/4], que junto con Ir/h/2], da lugar a otra estimacion de
Simpson, Is/h/4]. De las dos estimaciones disponibles de Simpson se obtiene la primera de
Romberg: Iz/h/4]. El proceso se puede continuar hasta alcanzar la precision requerida.



Diseniamos un procedimiento de MATLAB que devuelva una matriz con las estimaciones
calculadas por el método de Romberg. El programa contiene dos bucles while anidados. El
while interno recorre una fila y el externo crea una fila nueva.

El primer elemento de cada fila se obtiene por la férmula de los trapecios, directa en la
primer fila y por refinamiento iterativo en las siguientes.

Los restantes elementos de la fila, hasta la diagonal, se obtienen por la férmula de
Romberg adecuada.

- Entrada: a, b: intervalo
n: nimero de subintervalos
tol: precision
maxiter: tope de iteraciones
- Salida: I: Tabla de Romberg
incr: estimacion del error
k: numero de iteraciones efectuadas
« Proceso: Calcular /;; por trapecios con 7 intervlos
Inicializar incr, k
Mientras incr >tol y k < maxiter

Evaluar I;; refinado ;. ; ; % Primer elemento
Inicializar j

Mientras Incr > tol y j <k % Resto de la fila k
Calcular /j; por la formula de Romberg

Incrementar j

Incrementar k&
Si incr > tol mensaje de error: no logragada convergencia

Aplicamos ahora el Método de Romberg
Ejemplo 4

Definimos una funcién .m romberg. Evaluamos la integral del Ejemplo 1 por el método
de Romberg, partiendo de trapecios simple con un maximo de 8 subintervalos.

[sol,i,incr, k]=romberg('senxx',0,pi/2,8,1e-4,100)

sol =
1.3708

i =
1.3695 0 0
1.3704 1.3708 0
1.3707 1.3708 1.3708



7.4353e-009
k =
2

7.5 Problemas

1. La longitud de una curva de ecuacion y=f(x), para x variando en [a,b], viene dada por la
integral
b 2
j 1+ y"“dx.

Halla la longitud de una elipse de semiejes 2 y 1.

2. La integral eliptica completa de primera especie es

/2 dx
K©)=
IO J1=sin?0 sin? x

Calcula K(m/6) utilizando la regla de Simpson con cuatro intervalos. El resultado exacto
con cuatro decimales es 1'6858. Halla K(17n/36), cuyo valor aproximado es 3'832. ;Por
qué tiene tanto error este resultado, mientras que el primero era bastante preciso?

3. En teoria de campos eléctricos se prueba que el campo magnético inducido por una
corriente en una espira circular de alambre es

H(x)= jo/ *JI=()sin?6 do

donde I es la intensidad de la corriente, r el radio de la circunferencia y x la distancia del
centro al punto donde se calcula el campo. Si [=15.3, =120 y x=84, halla el campo en x
por integracién de Romberg con tolerancia 107°.

4. La funcion de Bessel de orden 0 esta definida por la ecuacion
I ¢m )
Jo(x)=— j cos(xsin®) do
x 70
Halla Jy(1) por la formula de Simpson 3/8.

4. (Examen de Septiembre de 1998). El area de un circulo de radio 1 se obtiene integrando
su ecuacion explicita en [-1,1]:

1
T = ZI 1\/l—xzdx
a) Aproxima esta integral por el método de Romberg, a partir de valores de trapecios con 2,

4, 8, 16 y 32 intervalos.

Explica por qué la estimacion obtenida por trapecios no mejora sustancialmente al aplicar
Romberg.



El 4area del circulo puede aproximarse mediante el area de
poligonos inscritos. Utilizaremos para ello el cuadrado (de lado
\2) y los poligonos regulares de 8, 16, 32 y 64 lados. Es facil
comprobar que el area del poligono regular de 2n lados es Ay, =
nxy/2, siendo x, el lado del poligono regular de n lados (la
mitad).

También es facil obtener una relacion algebraica entre los lados

de estos poligonos:
X3, =2—J4-x’

b) Halla las areas de los poligonos mencionados. Escribe los comandos o archivos.m
elaborados para ello.

¢) Comprueba numéricamente que la diferencia entre el area del circulo y la del poligono es
proporcional al cuadrado del lado. ;Cual es el coeficiente de proporcionalidad?

d) Suponiendo que al tomar el doble de lados, la longitud del lado se divide
aproximadamente por 2, aplica el algoritmo de Romberg a las dreas halladas para obtener
una mejor estimacion de m. Compara los resultados con los del apartado a). (Indicacion:
modifica el algoritmo de Romberg para que en lugar de calcular la primera columna por
trapecios, la admita como argumento de entrada)

7.6 Soluciones



file:///E|/Documentos/Estudios/Documentaci on%20A signaturas/1B/L aboratori 0%20M atemati cas/Primer%20Cuatrimestre/ Practi ca%207/Practi ca%207.txt

M étodos para calcular la primitiva

Aproximar el area bajo una curva mediante una figura mas sencilla pero
similar. El area del trapecio (que se puede convertir en un cuadrado cortando un
trozo y poniendola arriba) viene dada como

f(a)+f(b)

El error en esa aproximacion viene dada por:

(b-a"3
E=- - f"(e) paracierto e E [ab]
12

Nota: f"(e) = 0 para polinomios de primer grado, en los cuales €l error es cero
Nota: f"(e) indicas lafuncion es concava o convexa, indicando si el error es
positivo o negativo (sobreestimado o subestimado)
Nota: Si lafuncion no es ni fu ni fa, algunos trozos por encima, otros por debajo
para saber s €l error es negativo o positivo depende del tamario
de las zonas por encima o por debgjo.
Nota: (b-a)"3 puede ser un numero muy grande. Conviene dividir el trapecio
en trapecios mas pequefios (ver apuntes a mano)
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>> [l,incr,k] = trapiter(‘cos,0,pi/2,5,1e-8,20)

| =
Columns 1 through 2

0.99176176875473 0.99794298635436

incr =

5.882744735785650e-009

>> |
ans =

0.99176176875473
0.99794298635436
0.99948590524853
0.99987148622292
0.99996787217507
0.9999919680824 7
0.99999799202304
0.99999949800591
0.99999987450149
0.99999996862537
0.99999999215634
0.99999999803909

>> (4%1(2)-1(2))/3
ans =

1.00000339222090

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asignatu...cas/Primer%20Cuatrimestre/Practi ca%207/Practi ca%207.txt (2 of 2) [09/03/2008 13:49:20]



8. Integracion numérica (lll)

8.1. Métodos de Newton-Cotes

Los métodos numéricos de integracion vistos hasta ahora se basan en dividir el intervalo
de integracion en subintervalos iguales a los que se aplica una formula simple que
satisface ciertas condiciones y sumar los resultados de cada subintervalo. En el caso de
la formula de los trapecios, la condicidon es integrar exactamente funciones de primer
grado y en la de Simpson funciones de segundo grado, aunque en este caso resulta
exacta para polinomios de tercer grado incluso.

El aumento de precision de estos métodos se consigue aumentando el numero de
subintervalos. La alternativa que examinamos en esta seccion consiste en lograr
formulas simples mas precisas, a base de exigir que integren exactamente polinomios de
mayor grado. Se obtienen asi las llamadas formulas de Newton-Cotes, que engloban las
anteriores como caso particular.

En la seccion siguiente abordamos una estrategia complementaria mas sofisticada,
consistente en aplicar estas formulas a subintervalos de tamafo variable que se
determina en funcion del error estimado en cada subintervalo. Es lo que se llama
integracion adaptativa.

Ax,)

(Y

X, x, X, cee X, b

Figura 1: Nodos y valores de la funcién en el intervalo de integracion.

La idea de los métodos de integracion de tipo interpolatorio consiste en determinar los
pesos p,, p,, ..., P, » para que la formula

L. (N=pf&)+pf(x)+...+p,f(x,) (8.1)
integre exactamente polinomios de grado inferior a n en el intervalo [a, b], siendo
X, X5, ..., X, , puntos dados de dicho intervalo llamados nodos.

Los pesos se determinan resolviendo el sistema lineal que se obtiene al imponer las
condiciones requeridas. Para k=0,1,2,...,n—1, al exigir que la formula integre

exactamente x* en [a, b] queda

b
I, (x*)= jxkdx
’ bk+1 _ak+1

k k k
X, + X, +...+ X =—- 8.2
DXy T PyrX, pP.x, 41 (8.2)



La matriz del sistema resultante es de tipo Vandermonde, lo que, en teoria, garantiza la
existencia de solucion y, en la practica, la inestabilidad del resultado.

La calidad de la formula resultante depende en gran manera de los nodos. Lo mas
habitual es considerar nodos uniformemente repartidos en el intervalo, dado que son
aplicables a la integracion de datos experimentales. Este es el caso de las formulas de
Newton-Cotes. Las formulas de integracion de Gauss, que no tratamos aqui, eligen los
nodos de manera que se consiga la mayor precision posible. Los nodos resultan no
equiespaciados, por lo que el integrando debe poder evaluarse en ellos, lo cual es un
inconveniente grave en las aplicaciones practicas. Casi siempre se eligen los nodos
dispuestos simétricamente en el intervalo, aunque a continuacién vemos un ejemplo
elemental donde no es asi.

Ejemplo 1

Si consideramos un solo nodo situado en el extremo izquierdo del intervalo y exigimos
que la formula 8.1 integre exactamente polinomios de grado 0, o sea, constantes, se ha
de verificar:

b
Ildxzb—a:pll
de donde se obtiene la formula

jf(x) dx = (b-a)f(a)

que se denomina férmula del extremo izquierdo y que, por construccion resulta exacta
para polinomios de grado 0.

Para obtener una féormula mas precisa, hemos de tomar mas nodos.
Ejemplo 2

Supongamos que queremos integrar la funcion seno entre 0y 7/2 a partir de los valores
de la tabla adjunta, utilizando una férmula interpolatoria de maximo grado.
X 0 /6 | w/4 | n/3 | xn/2

sinx | 0 1/2 |N2/2(B3/2] 1

En primer lugar creamos un vector para los nodos y otro para los valores del integrando.
x = [0 pi/6 pi/4 pi/3 pi/2]
y = [0 1/2 sgrt(2)/2 sgrt(3)/2 1]

Como hay 5 nodos, la formula debe integrar polinomios de grado 4. La matriz del
sistema tiene en la fila & los valores de x*' en los nodos.

A= [x.70; x; x.72; x.73; x.7M4]
A =
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0 0.5236 0.7854 1.0472 1.5708
0 0.2742 0.6169 1.0966 2.4674
0 0.1435 0.4845 1.1484 3.8758
0 0.0752 0.3805 1.2026 6.0881

El término independiente de la ecuacion k-ésima es

[ et

0 k



0 sea
q =pi/2; ¢ = [q; 9.72/2; 9.”3/3; gq.”4/4; q.”5/5]

b =
.5708
L2337
.2919
.5220
.9126

I e R e

Resolvemos el sistema para hallar los pesos
pesos = A\c

pesos =
0.1440
1.0603
-0.8378
1.0603
0.1440

Multiplicando por los valores y sumando se obtiene la integral aproximada:
y*pesos

ans = 1.0000

Nota: La obtencion de la matriz del sistema puede abreviarse con MATLAB usando
A = rot90 (vander (x)).

A menudo, y sobre todo cuando se trabaja con nodos equiespaciados, es conveniente
normalizar el intervalo y utilizar los pesos calculados para el intervalo normalizado.
Este intervalo suele ser [0, 1] o [-1, 1]. Para aplicar una formula valida en un intervalo
normalizado a una integral sobre un intervalo cualquiera [a, b], basta tomar los nodos
adecuados en éste intervalo y multiplicar los pesos por el cociente entre la longitud del
intervalo de integracion y el normalizado.

Ejemplo 3
Vamos a calcular el area de la cardioide de ecuacion polar p =1+cosé en el intervalo

[0, 7] . No es dificil obtener el resultado
analiticamente %

4 =%Ip2d9=%j(1+cos9)2d9 -

0 0

2

%J.(l+2cos(9+cos2 0)(1(9:
0

lj (1+ZCOSH+M}M:
2Jd 2

lj 141 a0 =7 ~ 23562
2 2 4

0

Se trata de aproximar esta integral por la formula del Ejemplo 2. En este caso, basta
multiplicar los pesos por 2 y escalar los nodos en la misma proporcion.



nodos = 2*x;

y = (l+cos(nodos))."2/2;
pesos2 = 2*pesos;
y*pesos?2

ans = 2.3889

El error cometido es
3*pi/4-ans

ans = -0.0327

8.1.1.1. Transformacion de intervalo
Si la adaptacion no es obvia, se efectia una transformacion lineal que aplique un
intervalo en otro. Supongamos que tenemos la formula normalizada

B
_[f(X)dx = pf () +pof () +.+p, f(x,)

y hemos de evaluar la integral

ng(z) dt.

Buscamos un cambio de variable de la forma ¢ = mx + n que transforme el intervalo
[a, b] en [e, F]. Ello se consigue para los valores de m y n siguientes

m_b-a _pa-ab
p-a p-a

La formula de integracion adaptada al nuevo intervalo es

jg(t) dr = q,g(t))+q,8(t,) +...+q,8(t,),

a

donde
q, =mp,yt, =mx, +n,para k=1,2,....n.

Los nodos de las formulas de Newton-Cotes son puntos equiespaciados en el intervalo
de integracion que se obtienen dividiéndolo en partes iguales y tomando los extremos de
los subintervalos resultantes. Las formulas de Newton-Cotes se denominan foérmulas
cerradas o formulas abiertas, segiin consideren o no como nodos los extremos del
intervalo inicial.

8.1.1 Féormulas de Newton-Cotes cerradas

La formula de Newton-Cotes cerrada de orden n se obtiene dividiendo el intervalo en »
subintervalos iguales, tomando sus n+1 extremos como nodos de integraciéon y
determinando los pesos de la formula 8.1 para que integre exactamente polinomios de
grado n.

Las férmulas basadas en un ntimero impar de nodos (7 par) son exactas para polinomios
de grado n+l1, un grado mas de lo esperado, por lo que suelen preferirse a las de n
impar.

Ejemplo 4

La formula de los trapecios simple es la formula de Newton-Cotes cerrada de orden 1.
Se obtiene al tomar como nodos los extremos del intervalo. El sistema 8.2 queda :



2 a2
pa+p,b= >
y los pesos son
b—a
P=pP= S
dando la formula de Trapecios simple:
b—a
(N ==—=(f@+ /).

Ejemplo 5

Vamos a obtener la formula de Newton-Cotes cerrada de orden 2. Para simplificar los
calculos elegimos [—1, 1] como intervalo de integracion. Imponemos que la formula 8.1
integre exactamente los polinomios 1, x, y x°. El sistema 8.2 queda entonces

P+ p, +py= 2
- P +p;=0
2
P + p; = ?;
de donde
1 4
p1=p3=§; pzzg'

Para que los pesos sean aplicables a un intervalo cualquiera [a, b], realizamos el cambio
de intervalo 3)con a=-1y f=1:

b—a b-a
m: = .
p—a 2
n_,Ba—ab_a+b
p—a 2
Los pesos quedan
B _ml_b—a_ _mi_4b—a
9, =4; 3 6 q, 3 6
y los nodos
a+b
h=a, ==, t, =bh.

La formula obtenida es la regla de Simpson simple:

jf(x)dx - b%(f(a) +4f(a;rbj+f(b)}

Ejemplo 6

En el Ejemplo 3 calculamos el drea de media cardioide mediante una férmula basada en
5 nodos no equiespaciados. Tomando los nodos equiespaciados, el calculo corresponde
a la formula de Newton-Cotes de orden 4.

x = 0:pi/d:pi

y = (l4+cos(x))."2/2

A = rot90 (vander (x))

q=pi; ¢ =l[g; g.%2/2; q."3/3; q.”4/4; q.”5/5]

pesos = A\cC



y*pesos

El resultado obtenido, 2.3736, es més aproximado que el del citado ejemplo, pues el
error es de —0.0175.

La determinacion numérica de los pesos se ve afectada por el mal condicionamiento del
sistema lineal resultante. Para n elevado, los errores de redondeo limitan la precision de
los pesos que se obtienen, por lo que hay que recurrir a métodos analiticos para su
determinacion.

Otro inconveniente de estas formulas al aumentar n es que aparecen pesos de gran valor
absoluto y distinto signo, lo que se traduce al aplicar la férmula en substraccion de
cantidades grandes, que pueden dar lugar a “cancelaciones catastroficas”.

8.1.2 Féormulas de Newton-Cotes abiertas

La formula de Newton-Cotes abierta de orden n se obtiene dividiendo el intervalo en
n+2 partes iguales, tomando como nodos los #+1 puntos de divisién y determinando los
pesos de la formula 8.1 para que integre exactamente polinomios de grado n.

Como en el caso de las formulas cerradas, las formulas con un niimero impar de nodos
(n par) son exactas para polinomios de grado n+1, cuando lo exigido era de grado n.

El hecho de que en las férmulas abiertas no intervengan los valores del integrando en
los extremos del intervalo permite aplicarlas a integrales impropias en que presentan
valores infinitos en los extremos. En este caso, conviene analizar previamente la
convergencia de la integral y estimar de algin modo el error.

En contrapartida, las férmulas abiertas presentan mayor error que las cerradas del
mismo orden, por lo que éstas son mas utilizadas en general.

Ejemplo 7

La formula de Newton-Cotes abierta correspondiente a n=0 es la llamada formula de
punto medio, porque éste es el inico nodo de integracion.

[ re dxz(b—a)f(azb).

Esta formula supera las expectativas de precision al integrar exactamente polinomios de
grado 1 y no solo los de grado 0 para los que est4 disefiada.

Ejemplo 8

La formula de Newton-Cotes abierta de orden 2 se obtiene dividiendo el intervalo en 4
partes y considerando como nodos los extremos interiores de los subintervalos. Por
ejemplo, tomando [-1, 1] como intervalo de integracion, los nodos son —1/2, 0 y 1/2.
Exigiendo que la formula 8.1 integre exactamente los polinomios 1, x, y x*, se obtiene el
sistema:

ptp, +py=12
1 1
_Epl +§pf_0
1 L2
4p1 4P3 3

de donde



4 2
p1=P3=§y p2=—§-
Para que los pesos sean aplicables a un intervalo cualquiera [a, b], realizamos el cambio

de intervalo 3)con a=—-1y f=1:

b-a b-a
m= = >
p—a 2
. pa—ab _ a+b
- 2
Los pesos quedan
4 b—a B 2)  b-a
g =q,=m—=2 3 qz_Jnf_g)—" 3
y los nodos

La férmula obtenida es:

¢ _b-a 3a+b a+b a+3b
o= (2’( ) D

Ejemplo 9

Comparemos la precision de las formulas abiertas y cerradas estimando el area de media
cardioide por medio de la formula de Newton-Cotes abierta de orden 4.

h = pi/6

x = O+h:h:pi-h

y = (l4+cos(x))."2/2

A = rot90 (vander (x))

q = pi; ¢ = [g; g."2/2; gq.”3/3; q.”4/4; g.”5/5]

pesos = A\cC

y*pesos

El resultado obtenido es 2.3169 y el error de 0.0393, que es mayor que el de la formula
cerrada.

8.1.3 Féormulas de Newton-Cotes compuestas

El error de las formulas de Newton-Cotes depende de una potencia del tamano del
intervalo. Conviene pues que el intervalo de integracion sea pequefio. Si no lo es, la
solucion obvia es dividir el intervalo de integracion en pequenos subintervalos iguales y
aplicar a cada subintervalo la correspondiente féormula. De este modo se obtienen las
formulas de Newton-Cotes compuestas.

Son conocidas las formulas los Trapecios y la de Simpson, pero el procedimiento es
completamente general, dando lugar a féormulas compuestas de orden cualquiera. Por
regularidad y precision, son mas usuales las de tipo cerrado, siendo la de punto medio la
Unica abierta que suele usarse en version compuesta.

Ejemplo 10
La férmula de punto medio compuesta en [a, b] se obtiene dividiendo el intervalo en m

subintervalos y tomando como nodos los puntos medios de los mismos, x,, x,, ..., X

m*



Se evalua la integral por punto medio en cada subintervalo, multiplicando su longitud
por el valor de la funcién en el nodo correspondiente y se suman los resultados. La
formula queda

Ly [ = h(f Ge) + () + £ (x,))

donde /4 es la longitud de los subintervalos:

p=b=a
m
Ejemplo 11
Para estimar la integral
27 o1
J‘ sin x d
o X

utilizando un método cerrado, hay que definir explicitamente el valor del integrando en
0, que es 1, porque si evaluamos directamente la funcioén, da una indeterminacion. Sin
embargo, usando un método abierto, evitamos calcular la funciéon en 0 y se puede
aplicar directamente la formula de integracion. Por ejemplo, estimemos esta integral por
el método de punto medio con 25 subintervalos.

= 0; b = 2%pi; m = 25;

= (b-a)/m;

ath/2 : h : b-h/2; % Nodos de integracidbn
= sin(x)./x;

= h*sum/(y)

HK X oW
Il

H

= 1.4177

Aplicando un método compuesto con distintos valores de 4 podemos estimar el error y
su orden.

Ejemplo 12

Evaluamos la integral anterior por la formula de punto medio con 25 y 50 intervalos,
obteniendo /, =1.41773 e I, =1.41805, respectivamente. La diferencia entre ambos,

3.1-10™ es una estimacion aproximada del error.

El resultado de la féormula con 100 intervalos es 7, =1.41813. El valor del cociente
I, -1
= ——2=0.25
I 2 I 1

indica que el error estimado se divide por 4, al dividir el paso 4 por 2. Concluimos que

el error es proporcional a /.

Podemos obtener una estimacion mejor de la integral siguiendo la idea de Romberg:

41, -1
I, =——2=141815.
3

8.2. Integracioén adaptativa

Los métodos de integracion vistos hasta ahora son independientes del comportamiento
del integrando en el intervalo. La estrategia para reducir el error consiste en aumentar el
nimero de subintervalos o el orden del método utilizado. Estos métodos pueden tener
dificultades si el integrando varia bruscamente en unas zonas del intervalo y suavemente



en otras. En el mejor de los casos, se toma un paso muy pequefio para aproximar bien
las variaciones bruscas, lo que trae consigo un elevado numero de operaciones que no se
necesitan en la zona de variacion suave.

Para tratar estos casos, se definen los métodos adaptativos, cuya idea es trabajar mas alli
donde sea necesario y ahorrar operaciones donde el integrando se comporte mejor. Para
ello, comienzan aplicando un método determinado, trapecios por ejemplo, primero con
uno y luego con dos subintervalos. Si la diferencia entre las estimaciones es mayor que
la tolerancia establecida, se repite el procedimiento con cada uno de los dos
subintervalos considerados. El proceso de subdivision prosigue hasta alcanzar la
precision requerida o un nivel maximo de recursion que se establece para que el
algoritmo no cicle indefinidamente.

La adaptabilidad del método consiste en que en cada subintervalo, el nimero de
subdivisiones realizadas puede ser distinto, dependiendo del comportamiento del
integrando en el mismo.

Las funciones quad y quad8 de MATLAB son métodos adaptativos basados en el
método de Simpson y en método de Newton-Cotes cerrado con 8§ subintervalos,
respectivamente. Introduciendo un parametro adicional en la llamada a estos métodos,
se representan los valores usados en la estimacion de la integral. Se observa la
acumulacion de los mismos en las zonas mas criticas de la funcion.

Ejemplo 13
Para integrar la funcion de Runge en el intervalo [0, 10] mediante quad, hay que definir

previamente un fichero, runge.m, con la funcién a integrar:

function y=runge (x)
y=1./(1+x."2);

Utilizamos quad con tolerancia 107
quad ('runge',0,10,1e-2,1)
ans = 1.47115451163704

Los argumentos son: el nombre del fichero con el integrando, los extremos del intervalo
de integracion, la tolerancia y un quinto parametro que causa la representacion grafica
de los valores del integrando utilizados en la evaluacion. La figura adjunta muestra las
abscisas de dichos valores. Los nodos se acumulan entorno al origen que es donde la
funcidn presenta la variacion mas acusada.

Si ejecutamos estas funciones omitiendo el pardmetro de la tolerancia, se utiliza un error
relativo de 107, Con la misma tolerancia, ambas producen un error del mismo orden (en
este caso, quad8 tiene mayor error), aunque quad necesita mas evaluaciones de la
funcion.



Ejemplo 14

El grafico adjunto compara los nodos utilizados para integrar la funcién de Runge con
ambas funciones y distintas tolerancias. La figura se obtiene con el codigo siguiente:

subplot 221

quad8 ('runge',0,10,1e-2,1);

title ('QUAD8 con tol=le-2")
subplot 222

quad ('runge',0,10,1e-2,1);

title ('QUAD con tol=le-2")
subplot 223

quad8 ('runge',0,10,[]1,1);

title ("QUAD8 con tol por defecto')
subplot 224

quad ('runge',0,10,[]1,1);

title ('QUAD con tol por defecto')

QUADE con tol=1e-2 QUAD con tol=1e-2

1 1w
0.8 r._ 1 0.8 .‘.
06f 1 0B} °
04t - 04t
0.2 .'. ) 1 0.2} ".__
Dn ..5'... LT TTY --Tn DD "'; LI W -1|:I
QUADE con tol por defecto CIJAD con tol por defecto
11._ - 1 N
DE-: 08f%
0B} : 0.6 \
04r 0.4} "a_
02} "".,_h 02} '\\ -
Du --5.... ass sas ___m DD ;;“.“" aa .1|:|
Ejemplo 15

Evaluamos la integral del Ejemplo 11 mediante

quad('sinc',eps,2*pi)
ans = 1.41815007017436

donde sinc es un fichero.m con la expresion y = sin(x)./x;



8.3. Problemas

1 a) Comprueba que los pesos de la formula de Newton-Cotes cerrada de orden 3 en
el intervalo [0, 1] son 1/8, 3/8, 3/8 y 1/8. Esta formula recibe el nombre de regla de
Simpson 3/8.

b) Comprueba que formula de orden 2 integra exactamente los mismos polinomios que

la de orden 3.

¢) Compara la precision de ambas formulas al integrar la funcion 1/x entre 1 y 2.

2 Considera la integral
n/2 d

k(0) = j . 2‘1’ -

0 \/l—sm (0)sin” ()

a) Trabajando siempre en radianes, calcula k(30°) por la formula de Newton-Cotes
abierta de orden 3. (Valor exacto con 4 decimales: 1.6858).

b) Calcula k(85°) por el mismo procedimiento. (Valor exacto con 3 decimales: 3.832).
Justifica la magnitud del error, en comparacion con el del apartado anterior.

Halla el nimero de condicién del sistema planteado para determinar los pesos de la
formula cerrada de Newton-Cotes de orden 6 en el intervalo [0, 1].
Observa coémo cambia el nimero de condicién al tomar el intervalo [—1, 1].
Escribe un fichero.m para estimar la integral de una funcién en un intervalo cualquiera
por la formula de Newton-Cotes de orden 6. El propio fichero debe calcular los pesos
teniendo el cuenta lo anterior y aplicar la formula de cambio de intervalo.

4 Evalua la integral
2m
j sin x” dt

0

aplicando la formula de Newton-Cotes compuesta cerrada de orden 4 y estima el error
cometido, comparando los resultados obtenidos para distinto nimero de subintervalos.

Se mide a intervalos regulares de 0.25 s la velocidad de un moévil en m/s
obteniéndose los valores siguientes

t \
0 0.9162
0.25 | 0.8109
0.5 0.6931
0.75 | 0.5596
1 0.4055

Se trata de hallar el espacio recorrido por el mévil, integrando la velocidad en [0, 1].

a) Indica todas las formulas de Newton-Cotes simples o compuestas, abiertas o
cerradas que pueden utilizarse con los datos disponibles.

b) Evalua dichas férmulas para estimar el recorrido.

La funcién densidad de probabilidad de la distribucién normal es

1
f(t)_\/g

e—t2/2



La probabilidad de que una variable aleatoria X con distribucion normal tome valores
entre —x y x viene dada por la integral

1 * -12/2 2J‘x -12/2
X|<x =—je dt =.—| e’ “dt =erf(x
p(X|<x) ). W/n ) (x)

Evalua esta integral por Newton-Cotes de distintos tipos y drdenes, para un valor de x
determinado. Analiza el error comparando el resultado con la funcion erf de
MATLAB.

La longitud del arco de la curva de ecuacion y = f(x) entre los puntos de abscisa
x =ay x=bviene dada por la integral

L= J‘bw/lJrf'(x)zdx

Calcula la longitud de una circunferencia de radio 1 aplicando una férmula de
integracion abierta para evitar la singularidad del integrando. Indica el error respecto al
valor exacto.

El area de la superficie de revolucion engendrada por la curva
de ecuacién y = f(x) entre los puntos de abscisa x=a y

x = b, al girar entorno al eje OX viene dado por la integral

A= 2TcJ-b|y| 1+ " dx

_

v

P
Halla el area de la superficie de revolucion engendrada por la

curva y =¢+/x/ p, con x entre 0 y p, al girar entorno al eje OX (un plato de antena
"parabdlica").



8.4. Soluciones

1 a) Para obtener la formula de Newton-Cotes cerrada de orden 3 en [0, 1], dividimos
el intervalo en 3 partes y consideramos como nodos los extremos de los
subintervalos, 0, %, % vy 1. Exigiendo que la formula integre exactamente polinomios

de grado 3, obtenemos el sistema lineal que proporciona los pesos:

I 1T 1 1Yp 1
0 X % 1|p| |/
0 % % 1ip| | A
0 % %7 1 \ p, A
Efectuando los calculos con MATLAB se obtiene el resultado pedido:
=1/3;
= 0:h:1;

rot90 (vander (x)) ;
[(1; 1/2; 1/3; 1/471;
pesos = A\b

o P X o
Il

pesos =

0.1250
.3750
.3750
.1250

[oNeNe]

La férmula, llamada de Simpson 3/8, queda

[ rerae= L0700 +3700+3760)+ 10)

b) Por construccion, la formula de Newton-Cotes de orden 3 integra exactamente
polinomios de tercer grado. La férmula de orden 2 estd disefiada para integrar
polinomios de grado 2, pero también resulta exacta para los de grado 3. En efecto,
1
J.x3dx=l=l 0+41+1
0 4 6 8

¢) El valor exacto de la integral es
2

lcz’leog?_

1 X
Estiméandola por Newton-Cotes de segundo orden obtenemos

1 3 1 2 1 25
L=—|fH+4f| = |+ fQ2) |=—|1+4—+— |=—
2 6(f<> 3]s 1 >j H1va3+3)-2
y por Newton-Cotes de tercer orden
1 4 5 1 3 3 1 111
Li=—| fD+3f| = [+3f| = |+ Q) |==|1+3—+3 =+ = |=—
’ S(f() f(3] f(3j / )] 8( 4 75 2) 160
Los errores respectivos son
log2-1,=-0.0013
y
log2 -1, =-0.0006
La formula de tercer orden so6lo reduce el error a la mitad, a costa de evaluar la funcion
en un nodo mas.



Dividimos el intervalo [0, 27t] en 5 partes iguales. Los extremos interiores son los

nodos de integracion. Los pesos se obtienen resolviendo el sistema que resulta al
exigir que la formula integre exactamente los polinomios de grado 4.

= 0; b =pi/2;
= 5; h = (b-a)/n;
= a+h : h : b-h; % Nodos

= rot90 (vander (x)) ;
= [b; b*2/2; b"3/3; br4/47;
pesos = A\cC

Q > X 3o

pesos =

0.7199
.0654
.0654
.7199

o O O

a) Evaluamos el integrando en los nodos y aplicamos los pesos para 12—

estimar la integral

z = pi/6 10 i
= 1./sqgrt(l-(sin(z)*sin(x))."2);

I = y*pesos z=85°

z = 0.5236 8r 1

I = 1.6871

El error es 6r ]

1.6858-1I

ans = -0.0013 4r 1

b) Repetimos los calculos para el angulo de 85°. El resultado es ahora

2_ 4
z = 1.4835
I =3.1982 z=30°
O 1
Y el error 0O 1 2
3.832-1

ans = 0.6338

Del aspecto de las graficas se deduce que el comportamiento de la segunda es mucho
mas variable que el de la primera y esto se traduce en un mayor error al calcular la
integral.

Para calcular los pesos de la férmula de Newton-Cotes cerrada de orden 6,
tomamos 7 puntos equiespaciados de 0 a 1 y calculamos la matriz del sistema
resultante al imponer que la formula integre exactamente polinomios de grado 6.

nodos = 0 : 1/6 : 1;
A = rot90 (vander (nodos)) ;



El nimero de condicion de A4 es bastante elevado.

disp (cond(A))
3.6061e+004

Repitiendo los calculos en el intervalo [—1, 1] se observa que el nimero de condicion se
reduce notablemente.

nodos = -1 : 1/3 : 1;
A = rot90 (vander (nodos)) ;
disp (cond (A))

189.8141

Para utilizar la férmula de Newton-Cotes en un intervalo cualquiera [a, b],
determinamos los pesos para un intervalo normalizado [-1, 1] y los multiplicamos por

(b—a)/2. Los valores de la funcion se calculan en nodos equiespaciados en el intervalo
[a, b].

Teniendo en cuenta las observaciones del problema 3, evaluamos primero los pesos
de la formula de Newton-Cotes simple cerrada de orden 4 en el intervalo
normalizado [—-1, 1].

nodos = -1 : 0.5 : 1;

A = rot90 (vander (nodos)) ;
c = 2*[1; 0; 1/3; 0; 1/51;
pesos = A\c

pesos =

.1556

L7111

.2667

L7111

.1556

[oNeNeNoNe]

Para aplicar la férmula compuesta, dividimos el intervalo de integracion en m
subintervalos iguales y estimamos la integral en cada uno de ellos mediante la formula
simple multiplicada por el factor de escala, que es el cociente entre la longitud / de cada
subintervalo y la del intervalo normalizado, que es 2. Finalmente, sumamos los
resultados de cada trozo para obtener la estimacion le la integral en el intervalo total.

a = 0; b= 2*sqgrt(pi);
m = 10; h = (b-a)/m;
X =a : h : Db; % Extremos de los subintervalos
I =0; % Inicializacidén de la integral
for k = 1:m
nodos = x(k) : h/4 : x(k+1);
y = sin(nodos.”"2);
p(k) = h/2*y*pesos; % Integral en el subintervalo
end
I = sum(p) % Integral en el intervalo total

I = 0.4863



Para estimar la precision, repetimos los calculos con m = 20, obteniendo
I2 = 0.48624731612146;

La diferencia entre ambos resultados es una estimacion del error de la formula

I-I2 = 2.0972e-005

5 a) La tabla adjunta muestra las férmulas aplicables con los pesos correspondientes
a cada nodo y la estimacion que resulta.

Nodos
0| 14|12 ]34 ] 1

Tipo | Orden | Interv. | Nombre Pesos Valor
A 0 1 Punto medio simple 1 0.6931
A 0 2 Punto medio compta. 1/2 1/2 0.68525
A 2 1 Newton-Cotes 2/3 | -1/3 | 2/3 0.68263
C 1 1 Trapecios simple 1/2 1/2 10.66085
C 1 2 Trapecios compta. 1/4 1/2 1/4 10.67698
C 1 4 Trapecios compta. 1/8 | 1/4 | 1/4 | 1/4 | 1/8 10.68111
C 2 1 Simpson simple 1/6 2/3 1/6 10.68235
C 2 2 Simpson compta. /12 1/3 | 1/6 | 1/3 |1/12]0.68249
C 4 1 Newton-Cotes 7/90132/90|12/90]32/90|7/90|0.6825
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NEWTON COTES

gjemplo del seno

>>y =[ 012 sgrt(2)/2 sart(3)/2 1] %se puede hacer y=sin(x)
>> x = [0 pi/6 pi/4 pi/3 pi/2];
>> A = [X.10; XL XA2; XA XM
A=
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0 05236 0.7854 1.0472 15708
0 0.2742 06169 1.0966 2.4674
0 01435 04845 1.1484 3.8758
0 0.0752 0.3805 1.2026 6.0881
>> = pi/2; %Longitud del intervalo
>>b=[q; g*2/2; ¢*3/3; q*4/4; "5/5]
b=
1.5708
1.2337
1.2919
1.5220
1.9126
>> pesos = A\b % si haces sum pesostiene que dar b
pesos =
0.14398966328953
1.06028752058655
-0.83775804095728
1.06028752058655
0.14398966328953
>> format long
>> | = dot(pesos,y)
| =

0.99998495997193

>> Y%area de la cardioide, adptando los nodos ya obtenidos
>> nodos = 2*x
>> pesos = 2 * pesos,
>> %introducimos la funcion:
>>y = (1+cos(nodos)). 2/2;
>> | = dot(pesos,y)
| =

2.3889
>> (3*pi/d)-1
ans=

-0.0327

>> 0 cambiar intervalo [0, pi] a[-1,1]
>> pesos = (2/pi)* pesos
pesos =
0.1833
1.3500
-1.0667
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1.3500
0.1833
>> nodos = (2/pi) * nodos- 1
nodos =
-1.0000 -0.3333 0 0.3333 1.0000
>>y = 1./(1+nodos."2)
y =
0.5000 0.9000 1.0000 0.9000 0.5000
>>| = dot(pesos,y)
| =
1.5467
>> i/2 - | Yerror cometido
ans=
0.0241

gemplo con mas nodos

>> nodos = 0:pi/4:pi;
>> A = rot90(vander(x));
>>q=pi; b=[q; 9.*2/2; q."3/3; q."4/4; q."5/5]
3.1416
4.9348
10.3354
24.3523
61.2039
>> pesos = A\b
pesos =
0.2443
1.1170
0.4189
1.1170
0.2443
>> %pcon estos pesos puedo integrar cualqueir funcion en el intervalo [0 pi] o generalizarlo a cualqueir intervalo mediante el itercambio de coordenadas
>> sum(pesos) Yecomprobacion rutinaria
ans=
3.1416
>>y = (1+cos(nodos)).A2/2;
>> | = dot(pesos,y)
| =

5.6430 (puede que el resultado este mal,he cambiado una cosa)

>> nodos = 1/6:1/6:(1-1/6);
>> A = rot90(vander(nodos));
>> q:]_;
>> b =[q; 9.°2/2; 93/3; g.4/4;, q. 5/5];
>> pesos = A\b
pesos =
0.5500
-0.7000
1.3000
-0.7000
0.5500
>> sum(pesos) Y%laformuladel algodon...
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ans=
1

>>y = 1./sgrt(nodos);

>> | = dot(pesos,y)

| =
1.7184

>> %tiene mucho error (debiera ser 1) porque hemos €l egido pocos nodos

>> %y lafuncion se comportamal (tiene asintita en x=0)!

otro g que se comporte mejor
lacardioide

>> nodos = pi* nodos;
>> pesos = pi* pesos
pesos =

1.7279

-2.1991

4.0841

-2.1991

1.7279
>>y = (1+cos(nodos)).A2/2;
>> | = dot(pesos,y)
| =

2.3169
>> 3*pi/4 - |
ans=

0.0393

2.3169

>> h = 1/50;

>>x = h/2: h: 1-h/2;

>>y = 1./sgrt(x);

>> | = h*sum(y) %en este caso es facil, porque |os pesos son todos igualesy son h.
| =

1.9145

>> h = 1/500;

>>x = h/2: h: 1-h/2;
>>y = 1./sgrt(x);
>> | = h*sum(y)

| =

1.9729
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10 Interpolacion Polinémica

10.1 Introduccién

En temas anteriores hemos estudiado problemas en los que aparecia una funcién, dando
directamente su expresion en la forma y = f(x), o bien los datos necesarios para

establecerla. Esto nos permitia realizar un estudio sobre las caracteristicas y el
comportamiento, y utilizarlas en la resolucion del problema.

Ahora nos planteamos la situacion inversa, es decir, a partir de una serie de puntos
(x;,»), i = L..,n+1, hemos de encontrar una funcion f{x), que verifique todos estos

valores. La técnica que nos permite, a partir de unas observaciones, hallar los valores
que toma la funcidn desconocida f(x) se conoce como interpolacion.

La necesidad de plantear un problema de este tipo deriva del siguiente hecho: En la
mayoria de casos, las normas que rigen el comportamiento humano, la evolucion de la
naturaleza, etc. no son descritas por una férmula concreta y conocida, normalmente,
solo se dispone de una serie mas o menos amplia de valores, obtenidos de forma
experimental, que nos dan la pauta de su comportamiento; a partir de éstos podremos
deducir, con un error mas o menos controlado, datos no considerados en el estudio.

Asi, podemos estimar la altura de un individuo teniendo en cuenta la nuestra propia y la
de nuestros conocidos, o el tiempo que tardard en llegar a cierto punto un vehiculo
sabiendo qué tiempo ha tardado en distancias y circunstancias similares.

Otra aplicacion de la interpolacion es encontrar valores aproximados de una funcidén
conocida pero dificil de estimar en determinados puntos. Para las funciones
trigonométricas y logaritmicas ha sido tradicional el uso de tablas; el calculo de los
valores no sefialados en las tablas habia que obtenerlo por interpolacion. Las
calculadoras han arrinconado las tablas, pero los procedimientos siguen siendo validos.
La importancia de la interpolacion sigue vigente, siendo la base de algoritmos de disefio
grafico, de métodos de integracion aproximada y de evaluacion de funciones de
matrices, entre otros.

10.2 Interpolacion polinémica
Ante la diversidad de funciones interpoladoras que se pueden construir, es logico elegir
la de célculo mas simple y mejor comportamiento, seleccion que recae en la funcion
polindémica.
Por tanto el objetivo es la obtencion del polinomio de interpolacion, que es el polinomio
de grado menor o igual que n que pasa por n+1 puntos (x,, ,), i = 1,...,n+1, también

llamados nodos de interpolacion.

Planteando directamente las condiciones anteriores se obtiene un sistema de ecuaciones
lineales con solucion unica, pero generalmente mal condicionado.

Los polinomios de Lagrange permiten obtener una expresion explicita del polinomio de
interpolacion cuyo interés es mds bien tedrico, pues es costosa de evaluar en puntos
concretos.

Numéricamente es mucho mas 1til la forma de Newton del polinomio de interpolacion.
Aunque no tiene expresion explicita, su obtencidon es mas estable que por los métodos
anteriores, su evaluacion no presenta los inconvenientes de los polinomios de Lagrange,
y sobre todo, se puede actualizar facilmente si se afiaden nuevos nodos de interpolacion.



Interpolacion lineal

Si el polinomio es de grado 1 hablamos de interpolacion lineal, tremendamente ttil por
su facil calculo y por su error reducido si los puntos estan suficientemente proximos. La
utilizaremos si los datos que poseemos son dos puntos (x,, y,) y (x,, y,) ), 0 se eligen

s6lo dos puntos entre varios para calcular la aproximacion en un valor intermedio, a
partir de la recta que pasa por dichos puntos.

Ejemplo 1

Sabiendo que log, 10 = 1y log,, 100 = 2. Calcula por interpolacion lineal el
logaritmo en base 10 de 90.

Los puntos de interpolacion son (10,1) y (100,2) calculamos pues la ecuacion de la recta
que pasa por ellos.
pi(x)=a,x+a,
p,(10)=10a, +a, =1
p,(100) =100q, +a, =2

Resolviendo el sistema obtendremos los coeficientes del polinomio y podremos

evaluarlo en puntos intermedios.
A=[10 1;100 1];

y=1[1;21;

p=A\y;

p90=polyval (p, 90), %valor aproximado del loglO 90
$Representacidén de la funcidén f(x) = 1loglO(x) Jjunto al polinomio

que la interpola, y los nodos de interpolacidn
x=[10 1001;y=[1 2];

xg=5:.1:105;

yg=1logl0 (xg) ;

yp=polyval (p, xg) ;
plot(x,y,"*"',x9,yp,xg9,yg9,'r")

Title ('interpolacidén lineal')

P90 =
1.8889

Si calculamos con MATLAB 10g10 (90)

ans =
1.9542

Observamos que el error cometido ans-p90 es considerable ello es debido a que los
puntos de interpolacion son muy distantes. Si elegimos abscisas cercanas, el error es
mucho menor, de forma que la grafica de la funcion logaritmica y la recta que la
interpola en un intervalo muy pequefio practicamente coinciden. Esto justifica el uso de
la interpolacion lineal para calcular valores de una funcion tabulada
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Interpolacion cuadratica

Si disponemos de tres puntos que determinan una parabola tendremos un polinomio de
grado 2, se trata de interpolacion cuadratica.

El  polinomio de grado dos p,(x)=ax’+a,x+a, que pasa por
(x;, ), (x,, ¥,) ¥ (x;, ¥;) se determina andlogamente resolviendo el sistema.

ax; +ax +a, =y

alxzz +a2x2 + a =y,

ax; +a,x, +a, =y,
Ejemplo 2

De un muelle con un extremo fijo colgamos distintas masas obteniendo la siguiente
tabla:

Masa (kg) 5 |10 |15
Longitud (cm) [ 395|620 | 795

Utiliza la interpolacion cuadratica para estimar la longitud del muelle para una masa de
7 Kg.

Imponiendo las condiciones de interpolacion (5,395), (10,620) y (15,795) tenemos un
sistema de ecuaciones lineales cuya expresion matricial es:



25 5 1)(a,) (395
100 10 1| a, |=|620
225 15 1)la,) | 795

Observemos que la matriz del sistema es la matriz de Van der Monde. Esta matriz esta
mal condicionada para tamafios relativamente pequefios. Esto hace desaconsejable la
obtencion del polinomio de interpolacion por este método.

Creamos en MATLAB dos vectores con las abscisas y las ordenadas, respectivamente
de los puntos a interpolar:

x=[5;10;15];
y=[395;620,;,795];
A=vander (x) ;
cond (A)

ans =

1.1079e+003
Resolviendo el sistema se obtienen los coeficientes del polinomio buscado.
p=A\y

p =
-1.0000
60.0000

120.0000

Por lo que el polinomio de interpolacion se tiene la siguiente expresion:
P, (x)=—x*+60x+120

Comprobamos que cumple las condiciones de interpolacion, o sea, que pasa por los
puntos dados.
polyval (p, x)

ans =
395.0000
620.0000
795.0000

Valor esperado en m =7 kg
v=polyval (p,7)
v o=
491.0000
Representamos el polinomio junto a los puntos de interpolacion.

xn=3:.1:20;

yn=polyval (p, xn) ;

plot (x,y,'*',xn,yn)

xlabel ("Masas"')

ylabel ('Longitudes')
Title('Polinomio de grado 2'")
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Interpolacion polinomica en general

El problema de interpolacion es més general y se adapta mejor a los casos reales si se
dispone de una serie de puntos, obtenidos de forma experimental, y analizamos si con
una interpolacion lineal o cuadratica se obtiene una buena estimacion o necesitamos un
polinomio de interpolacién de mayor grado.

El hecho de aumentar el grado del polinomio de interpolacién no implica que se
obtenga mejor aproximacion puesto que la coincidencia del polinomio con muchos
puntos de interpolacion se consigue a costa de grandes oscilaciones en los intervalos
entre nodos o puntos de interpolacién dados.

La obtencion de este polinomio se basa en el siguiente resultado:.

Dados n+1 puntos de abscisas distintas (x,, y,), (Xy, ¥,)s-e0r (X,,1, V,.,), €xiSte un

unico polinomio de grado menor o igual que n, cumpliendo las condiciones de
interpolacion

P(x) =y, i=12,..,n+1l.
Para demostrar este resultado basta expresar el polinomio buscado en forma normal

P(x) = ax + ax” + - +a

n+l

e imponer las condiciones de interpolacion, con lo que se obtiene el siguiente sistema de
n+1 ecuaciones con n+1 incognitas

n n-1 n-2

X, X, X, - 1) a Y
n n-1 n-2

X, x5 x5 - 1] a, Y,
n n-1 n-2 _

x;oxg X L a5 |=] ¥

n n-1 n-2
X X X T 1 an+1 yn+1



El determinante de la matriz del sistema es un determinante de Van der Monde de la
forma:

V(x,%,,X5,..0%,,)= H (x; —=x;)

1<i<j<n+l

y es no nulo al ser distintos por hipétesis, los n+1 valores de x. Por lo tanto, el sistema
es compatible determinado, es decir, admite solucidn unica.

Este resultado, aparte de asegurar la existencia y unicidad del polinomio de
interpolacidn, proporciona también un método de calculo que, en general, suele ser muy
laborioso y presenta el problema del mal condicionamiento de la matriz del sistema.

El polinomio de interpolacion obtenido mediante los valores
(x5 1), (X35 ¥5)seees (X, ¥,,;) se utiliza para estimar valores en puntos intermedios a

los que se han dado, es decir x:x, <x<x, ,, st se utiliza para un valor de x que no

pertenece al intervalo [x;, x,+;] estaremos ante un problema de extrapolacion, el método
de operar es idéntico pero con riesgo de obtener resultados con errores considerables, ya
que no se puede garantizar el comportamiento fuera del intervalo.

Vamos a crear una funcion en MATLAB que utilizando el método expuesto calcule el
polinomio de interpolacion que pasa por todos los puntos.

Algoritmo INTERPOL

Entrada: (x; y;) i = 1,.. ., n+1, puntos de interpolacion.
Salida: P,(x) polinomio de interpolacion de grado n
Proceso:

n = longitud del vector de nodos —1; (grado del polinomio)
V= vander(n+1)

p=Vly;

xg=linspace(x(1),x(n+1));

yg=polyval(p,xg);

plot(xg.yg)

title([ ‘polinomio de interpolacion de grado ’,num2str(n)])

Ejemplo 3

Un estudio sobre la eficiencia de los trabajadores en una factoria ha determinado que el
promedio de piezas producidas por hora de sus trabajadores esta relacionado con el
nimero de horas transcurridas a partir del comienzo de la jornada. A partir de la
siguiente tabla haz una estimacion del nimero de piezas producidas después de 3, Sy 7
horas de trabajo.

Horas transcurridas |0 |2 |4 6 8
Piezas producidas |0]62|116[114 8

En este caso si consideramos todos los nodos o puntos de interpolaciéon podremos hallar
el polinomio de grado 4 resolviendo el sistema de ecuaciones lineales de 5x 5 vamos a
utilizar nuestra funcion interpol ya preparada en MATLAB, a la que afiadimos una
instruccidn para obtener el numero de condicion de la matriz del sistema:

x=0:2:8;
y=[0 62 116 114 8];
p=interpol (x,V) ;



v=polyval (p, [3,5,71)

ncon

1.4361e+004
v =

93.0000 125.0000 77.0000

Polinomio de interpolacion de grado 4
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Podemos establecer como conclusion que el rendimiento de los empleados va
aumentando a lo largo de la jornada hasta que alrededor de las cinco horas de trabajo se
alcanza la produccion maxima y a partir de ese momento la produccién empieza a
disminuir.

Si en este problema nos preguntaramos sobre la producciéon al cabo de 10 horas de
trabajo estariamos ante un problema de extrapolacién que proporciona un resultado
inadmisible al evaluar el polinomio de interpolacion.
v=polyval (p, 10)
v =

-250.0000

Desplazamiento del origen
El problema del mal condicionamiento de la matriz de Van der Monde asociada al
sistema que resulta al hallar el polinomio de interpolacion puede resolverse mediante un
desplazamiento del origen, es decir, eligiendo otra base para expresar este polinomio.
Desplazar el origen a un nodo x; implica expresar el polinomio como una combinacién
lineal de potencias de x - x; :

P(x) = b(x-x)" + by(x-x)" + ..+ b

n+l



La condicién P (x,) = y, proporciona directamente el valor de b,+1 y queda un

sistema mejor condicionado que el anterior. Esta mejora no es definitiva, pues la matriz
del nuevo sistema es parecida a la de Van der Monde y para mayor grado reaparecera el
mal condicionamiento.

Ejemplo 4

Vamos a resolver el Ejemplo 2 realizando un desplazamiento del origen a x; = 5.
Comprueba la mejora del nimero de condicion de la matriz del sistema, expresa el
polinomio respecto de la nueva base matizando que se trata del mismo polinomio que el
hallado en dicho ejemplo.

x=[5;10;15];
y=[395;620,;,795];
A=vander (x) ;
ncondl=cond (A)
p=A\y;

xd=x-5;
Ad=vander (xd) ;
ncond=cond (Ad)
pd=Ad\y

ncondl =
1.1079e+003
ncond =
109.0659
pd =
-1
50
395

Observamos que aunque el numero de condicion ha mejorado todavia sigue siendo alto.
La expresion del polinomio sera:

P, (x) =—(x—5)>+50(x—5)+395
Como el polinomio de interpolacion es Unico éste coincidird con el anteriormente
hallado:
P, (x) =—x" +60x+120

Para comprobarlo evaluamos los dos en un mismo conjunto de puntos y vemos que los
resultados coinciden;

xn=linspace(5,15,10);

vp=polyval (p, xn) ;

vpd=polyval (pd, xn-5) ; $observa como se evalua el polinomio desplazado
E=max (abs (vp-vpd) )

E =
1.1369e-013

Método de Lagrange
Este método de interpolacion consiste en obtener directamente el polinomio de

interpolacion expresado respecto de otra base de forma que no precisa realizar ningiin
calculo, la notacion utilizada se debe a Lagrange quien proporciond las formulas.



En el caso de la interpolacion cuadratica dados los nodos (x,, »,), (x,, ¥,) y (x5, »;) el
polinomio sera de la forma:

P(x) = y,L,(x)+ y,L,(x) + y;L,(x)
de forma que:

Li(x)=1 Li(x,)=0; L(x)=0;

Por lo que
Li(x) =a,(x—x,)(x—x;)
por tanto
1
(x5, = x)(x, = x3)

Li(x)=1=a,(x —x,)(x,—x;) >a =

y en consecuencia queda determinado este factor
Ll(x) — (x_‘xl)(x_XZ)
(2, —x,)(x; —x3)

Andlogamente tendremos
Lz(xl)zo; Lz(xz)zl; Lz(x3):0;
Ly(x)=0; Ly(x,)=0; L,(x;)=1

Estos polinomios seran:
L(x)= (x —x)(x—x;)
(2, = x)(x, = X3)
L(x)= (x—x)(x—x,)
(o, —x,)(x; = x,)
Asi pues la expresion completa del polinomio de Lagrange es:

(x—x,)(x—x;) + (x—x)(x—x;) + (x—x)(x—x,)
1 (3, = 2x,)(x, = x3) ’ (X —x)(x, — x3) } (5 —x)(x; — x,)
y claramente se tiene

P(x)=y

P(x)=y, i=123.
En general dados n+1 nodos (x,, y,), (X,, ¥,)-eer (X,,(» V,.;)>» consideramos Li(x) un
polinomio de grado n, que se anule en todos los puntos x,, j = 1, ..,n+1, salvo en el

i-ésimo, donde vale 1; es decir, tal que

L(x;) =0sij#iyL(x) =1

Razonando de forma analoga al caso n = 2 se obtiene la siguiente expresion para estos
polinomios:

Li(x): (x_xl)"'(x_xi—l)(x_xi+1)"'(x_xn+1) _ﬁ X=X

(xi _xl)"'(xi _xifl)(xi _xi+1)"'(xi _xn+1) i=1 X —X;
J#i

Es inmediato comprobar entonces que el polinomio



n+l

P(x) =y Li(x) +y, Li(x) +y, Li(x) + =+, Ln+1(x):HyiLi(x) cumple las

i=1
condiciones

P(x;)) = y,i = L2..,n+1.lo que prueba directamente la existencia del polinomio de

interpolacion. La unicidad se puede garantizar utilizando el hecho de que un polinomio
de grado n puede tener a lo sumo » raices. Si dos polinomios de grado < n interpolan
n+l puntos, su diferencia se anula en dichos puntos, por lo que solo puede ser el
polinomio idénticamente nulo.

Ejemplo 5

Expresa el polinomio de interpolacion de Lagrange para los datos del Ejemplo 2:

Directamente sin realizar ningin céalculo a partir de los nodos (5,395), (10,620) y
(15,795) podemos expresar el polinomio de grado 2:

(x—lO)(x—15)+620 (x=5)(x-15) + 795 (x=5)(x-10)
(5-10)(5-15) (10-5)(10—-15) (15-5)(15-10)

P, (x) =395

Las operaciones que nos hemos ahorrado en su determinacion, hemos de pagarlas al
evaluar el polinomio en un punto concreto (del orden de n° operaciones por cada
evaluacion). Ademas, los productos a efectuar pueden causar desbordamiento numérico
y la formula no es estable numéricamente.

Método de Newton

El primer método estudiado para hallar el polinomio de interpolacidon, que resulta de
forma natural al plantear las condiciones de interpolacion, da lugar a un sistema de
ecuaciones lineales mal condicionado por lo que su utilizacién no resulta aconsejable,
aunque una vez obtenido resulta muy comodo de evaluar para obtener estimaciones. Lo
contrario sucede con el método de Lagrange que proporciona directamente la expresion
del polinomio de interpolacion con el inconveniente de la evaluacién del mismo en un
punto dado, por el elevado nlimero de operaciones que se precisan realizar.

Vamos a ver ahora el método de Newton que salva los inconvenientes anteriores y
resulta ser el mas 1til y practico.

Este nuevo método consiste en expresar el polinomio de interpolacion respecto de la

base 1, x-x,, (x-x)(x-x,), ..., (x-x)(x-x,) -~ (x-x,). Porlo que su expresion
sera:
P(x) =c¢, +c,(x-x) + ¢ (x-x)x-x,) + - + ¢(x-x)(x-x,) - (x-x,)

Imponiendo las condiciones de interpolacion, podemos determinar los coeficientes de
este polinomio.



P (x) =y =c¢.,
P(x)) =y, = ¢+ c(x,-x)

P(x) =y;= ¢+ ¢, (x-x) + ¢, (% -x,)(x-x)

B’l(xn+1) = yn+1 = Cn+1 + cn (xn+l _xl) + Cn-l ('xn+1 -'xl )(xn+1 _x2) + o
+ 0 (X, - X)X, - X,) - (X, - x,)

El sistema lineal obtenido tiene una matriz analoga a la de Van der Monde, pero con la
ventaja de ser triangular inferior.

1 0 0 0 C Vi
I x,—x 0 0 c, Vs
1 x—-x (6 = x)(x; —x;) 0 ¢, 1= »
. . . 0 . .
Iox,—x (g, —x)(x,, —x) o (6, —x)(x,, —x)(x,—x)) g Yl

Los coeficientes pueden determinarse con menos operaciones (del orden de n°, en lugar
de 1), no obstante en la mayoria de casos va a persistir el mal condicionamiento del
sistema.

Es importante notar que el hecho de afiadir nuevos nodos no afecta a los coeficientes ya
calculados, por lo que se pueden ir anadiendo nuevos puntos aumentando el grado del
polinomio y conseguir la precision deseada sin tener que calcular de nuevo todos los
coeficientes. Es decir,

c, es el polinomio de grado 0 que pasa
¢+ 6 (x-x) es el polinomio de grado 1 que pasa

por (x1, y) y (x2, y2),
¢+ ¢, (x-x)) + ¢(x-x)(x-x,) es el polinomio de grado 2 que pasa
por (xi, Y1), (X2, ¥2) ¥ (x3, y3)

En general, cada polinomio se obtiene del anterior mediante

P(x) = B (x) + ¢(x-x)(x-x,) - (x-x,))

Como consecuencia de este hecho se suelen tomar los nodos en cierto orden,
considerando primero los mas proximos al punto que nos interesa, aunque el polinomio
obtenido finalmente es independiente del orden

considerado.

Ejemplo 6

Utiliza el método de Newton para obtener el polinomio de interpolacion de grado 3 que
evaluarias para estimar en el Ejemplo 3 el numero de piezas producidas por los
empleados al cabo de 5 horas trabajadas: .



Horas transcurridas |02 |4 |6 8
Piezas producidas [0]62]116|114|8

El polinomio de interpolacion de Newton de grado 3 tendra la forma:
Pi(xX)=c, e (x—x) + ¢ (x—x)(x — X)) + ¢ (X — X, ) — 2, )(x — ;)
Para determinarlo se necesitan 4 nodos, elegimos los mas cercanos al punto que se
quiere realizar la estimacion, es decir (4,116), (6,114), (2,62), y (8,8). Sustituyendo
estos nodos en la expresion anterior obtenemos el siguiente sistema triangular:
P(4) =116 = ¢,
P(6) =114 = ¢, + 2c;
B(2) =62 =c¢, -2¢; + 8¢,
P8 =8 =c¢,+ 4c; + 8¢, + 48c,

que directamente proporciona la solucion:
c4=116,c3=(114-c4) /2, c2=(62-cd4+2*c3)/8,cl=(8-cd4-4*c3-8*c2)/48 ,

cd =
116
c3 =
-1
c2 =
-7
cl =
-1

Por lo que el polinomio tendra la siguiente expresion:

pi(x)=116—(x-4)-T7(x—4)(x—6)—(x—4)(x—6)(x—8)
Notemos que

Po(x) = 116 es el polinomio de grado 0 que pasa
por (4,116),
p(x) = 116 - (x-4) es el polinomio de grado 1 que pasa

por (4,116) y (6,114),

116 - (x-4)- 7(x-4)(x-6) es el polinomio de grado 2 que pasa
por (4,116), (6,114) y (2,62)

P, (x)

Si resolvemos el sistema por el método de Gauss puede haber desbordamiento numérico
debido al mal condicionamiento de la matriz, en particular para tamafios mayores:

A=[0 0 0 1;0 O 2 1;0 8 -2 1;48 8 4 1];

b=[116 114 62 8]"';

cond (A)

p=A\Db

ans =
57.5941
p =
-1



-7
-1
116
Por lo que normalmente se recurre a otra técnica, la tabla de diferencias divididas, que
proporciona los coeficientes del polinomio sin necesidad de resolver el sistema de

ecuaciones lineales.
Tabla de diferencias divididas

Dado el polinomio de interpolacion de Newton

P(x)=c, +c(x-x)+c (x-x)x-x)+ - +c(x-x)(x-x,) - (x-x,)
Imponiendo las condiciones de interpolacion, podemos determinar sus coeficientes:
P(x) =y = c,, quedenotaremos f[x] , teniendo asi:
C = SIx]

F(x,) =y, = ¢,q+ ¢,(x,-x;) dedonde

_» = fIx] _ fIx]- /1]

n
Xy =X Xy =X

Esta expresion se denomina cociente de diferencias o diferencias divididas de primer
orden, proporciona el valor de ¢, en funcidon de los puntos de interpolacién, y se denota
por f[xx,], esdecir ¢, = f[x,x,] y el polinomio de Newton de grado 1 es de la forma:

pi(x) = fIx ]+ fxx, ](x—x,)
Veamos que el polinomio de grado 2 tiene la forma:
Po(X) = fIx 1+ fTxx,](x = x) + fTxx,x,](x — x,)(x — x,)
STx]- flxx, ]

X3 =X

el cociente de diferencias divididas de orden 2.

siendo f[xx,x;]=

Para ello veamos que este polinomio pasa por los puntos de interpolacion
(x,,»), (x,,¥,)y (x;,¥,) y por unicidad tendremos la conclusion.

En efecto

p,(x) = flx 1=y

pate) = M+ LI oy -,

f[xz]_f[xl](x3 _x1)+ f[x2x3]_f[x1x2]

p,(x;) = fIx 1+
Xy =X X3 =X

NIEAEYIEN JIESEIEN
X, X

(23 —x)(xy —x,) =

_SIn]- /]

STx] (%, —x,) =

(x;—x) (x; —x,)
Xy =X X3 =X, Xy =X

f[xl]+m2];f["l](xz—xl)+f[x3]—f[xz]=f[x3]=y3

x f—
2 1
Una vez demostrado que p,(x) tiene la forma citada, por un proceso de induccion se

puede probar que en general el coeficiente ¢+ de grado k tiene la forma



X, %X 1= f1%,%,..x
Crksl :f[xlxz...xk+l]:f[ 273 k+1] f[ 12 k]

Xt =X

que es el llamado cociente de diferencias divididas de orden k, y se expresa en funcién
de las diferencias divididas de orden k-1.

En la practica, los calculos se disponen en una tabla de diferencias divididas, colocando
en la primera columna los valores de la funcion o diferencias divididas de orden 0, en la
segunda columna las diferencias divididas de primer orden, en la tercera columna las de
orden 2, y asi sucesivamente.

La tabla queda de la forma siguiente:

V) :f[xz]z:f[xlﬂj%
BE =f[x3]<f[x2,x3 S x5 %5, %,
V4 :f[x4]—>f[x3,x4]—>f[x2,x3,x4ﬂ—>f[x1,x2,x3,x4]

La construccion de la tabla de diferencias divididas es relativamente sencilla teniendo
en cuenta el esquema anterior. En la diagonal de la tabla aparecen los coeficientes ¢, 1,
Cn, Cn-1,.-., €1 de los polinomios de interpolacion.

Ejemplo 7
Utiliza MATLAB para resolver el Ejemplo 6 mediante la tabla de diferencias divididas

Para el polinomio de grado 3 tomamos 4 puntos y los ordenamos segtin su proximidad a
las 5h transcurridas que es donde se quiere realizar la estimacion

o°

Horas transcurridas

t =124 6 8]"';
% Piezas producidas
T = [62 116 114 8]1"';

% Orden de las componentes por proximidad a las 5h horas
transcurridas

I =102 314];

% Valores ordenados

X=t(l); ¥y ="T(I);

% Inicializacidén de la Tabla de Newton

n = 3; A = zeros(n+l,n+1);

% La primera columna son las ordenadas

A(:,1) = Y;

% La segunda son los cocientes de diferencias primeras
A(2:n+1,2)=(A(2:n+1,1)-A(1:n,1)) ./ (X(2:n+1)-X(1:n));

% Luego, las diferencias segundas
A(3:n+1,3)=(A(3:n+1,2)-A(2:n,2)) ./ (X(3:n+1)-X(1l:n-1));

% Y asi sucesivamente
A(4:n+1,4)=(A(4:n+1,3)-A(3:n,3))./(X(4:n+1)-X(1:n-2))
p=diag (A)



116 0 0

0
114 -1 0 0
62 13 -7 0
8 -9 -11 -1
p =
116
-1
-7
-1

Tenemos asi el polinomio de Newton que ya habiamos calculado en el Ejemplo 6, nos
falta ahora evaluarlo en el punto requerido.

Evaluacion del polinomio de Newton

Para evaluar el polinomio de interpolacién en un punto dado x = a tendremos en cuenta
la expresion anidada del polinomio:

])n(x) = cn+l

Ca t(x-x)(c, +(x-x,)(c,; +.t(x-x e +(x-x )¢, +(x-x,)))...)
= (((q(x-x,) + ¢)x-x ) + ¢)(x-x,,) + - +¢)x-x) + ¢, +

+c,(x-x) + ¢, (x-x)(x-x,) + - + (x-x)(x-x,) - (x-x,) =

Las operaciones se efectian teniendo en cuenta la precedencia establecida
mediante los paréntesis, o sea, comenzando con los mas interiores.

Ejemplo 8

Evaltia el polinomio de interpolacion de grado 3 que has obtenido en el ejemplo anterior
para estimar el nimero de piezas producidas por los empleados al cabo de 5 horas
trabajadas:

Expresemos el polinomio de grado 3 en su forma anidada.
Pi(x) =c, ¢ (x—x) + ¢ (x —x ) x —x,) + o (X = X)) (X = X, ) (X — x3) =
=¢ + (x—x)(e +(x—x,)(¢, +(x—x3)¢))) =

=((q(x=x;)+c,))(x=x,)+c)(x—x)+¢,

De esta forma es facil calcular con MATLAB el valor numérico del polinomio paso a

Valor que coincide con el obtenido en el Ejemplo 3, aunque alli se evaluaba en un
vector de puntos, vamos a hacer los cambios necesarios para conseguir que este proceso
sea valido también para el caso que se quiera evaluar en mas de un punto, basta con
darle caracter vectorial a las instrucciones, y tenemos asi la posibilidad de representar el
polinomio.



93 125 77

Representemos el polinomio:
a=linspace (t(l),t(4));

v=p (4);

v=v.* (a-X(3))+p(3);
v=v.* (a-X(2))+p(2);
v=v.* (a-X(1))+p(1);
plot (t,T,"'*',a,v)

Proponemos en el problema 4 la generalizacion de este razonamiento para obtener el
valor numérico mediante una funcién de MATLAB.

Error de interpolacion

Teorema: Si p, (x) interpola a la funcién f(x) en los puntos distintos xi, ...,x,+1 Y f tiene

derivadas continuas hasta orden n en un intervalo / que contiene a los x;'s. Entonces para
cualquier x en / existe un m entre x y los xi's tal que:

S m)

J(xX)=F,(x) = i)

(x=x)(x=x,) (X = x,,)

Una consecuencia practica de la forma del error es que hemos de tomar puntos
proximos al punto x en que hemos de evaluar el polinomio. Normalmente, comenzamos
con un polinomio de grado bajo, por ejemplo, la recta que pase por los dos puntos mas
proximos a x, y vamos afladiendo puntos por orden de proximidad y calculando
polinomios de mayor grado, hasta alcanzar la precision deseada.

La derivada que aparece en la expresion anterior puede aproximarse a su vez por un
cociente en diferencias, pues se tiene que

] " m)

x) ...’xn’x =
/1 (n+1)!

para cierto 1 en el menor intervalo que contiene a xj, X2, ..., Xp+1.

Esta expresion sugiere una regla practica para decidir qué polinomio interpola mejor
n+1 puntos. Si en la tabla de diferencias divididas, los valores de la columna &, por
ejemplo, son aproximadamente iguales y los de la columna k+1 son aproximadamente
cero, el polinomio interpolador mas adecuado es de grado k. La razén es que el error
viene dado por diferencias divididas de la columna siguiente, £+1, que suponemos casi
nulas.

Los productos que aparecen en la férmula del error nos indican que éste puede ser muy
grande si hay muchos puntos o si x no estd muy proximo a ellos. Cuando x no esta en el
menor intervalo determinado por xj, x», ..., X,+1, estamos extrapolando, en lugar de
interpolando.

Si f(x) es una funcion en [a,b]y los x;'s estan uniformemente distribuidos en [a,b], i.e.,

x =a +(i-1)h, i=1,..,n+1.

1



entonces se puede demostrar que:

) - p, (9] < [ i ]max 7o ()

(n+1)! )xelas]
De modo que si

max | £ (x)| < M

xela,b]

donde M es una constante independiente de 7, entonces el error de interpolacion tiende a
cero segun 4 se va acercando a cero, i.e., hay convergencia. Este es el caso, por ejemplo
para las funciones trigonométricas sin (x) y cos(x), y para la exponencial exp(x) en un
intervalo finito.

Ejemplo 9

Halla la cota del error al aproximar la funcion sin(x) con nodos equiespaciados en [0, 7 ]
por el polinomio interpolador de tercer grado.

Segun la expresion del error para este caso:
n+l
- < max | £
|f(X) Py (X)| ((7’1 + 1) 'j xela,b] ‘f (x)‘

como la derivada n-ésima de la funcion esta acotada por la unidad, podemos generalizar

max ‘ £ (x)‘ <1 y decir que para cualquier valor de n el error estd acotado por
xela,b]

hn+1
-0l <[ s

4
en particular para n =3y h = L sera: E < 1z =0.0159
4 24\ 4

Esta propiedad (derivadas de todo orden acotadas uniformemente) no la poseen todas
las funciones. El ejemplo clasico de este mal comportamiento en las derivadas es la
funcién de Runge como vemos a continuacion:

Nodos de Chebyshev

Cuando una funcion tiene caracteristicas muy diferentes a los polinomios, la
interpolacion polindmica con nodos equiespaciados puede resultar inadecuada, el
aumento del grado empeora el resultado en vez de mejorarlo.

Consideremos la funcion de Runge en el intervalo [-5,5]:

1
1+ x?

Los polinomios que interpolan sus valores en puntos equiespaciados de este intervalo se
desvian bastante de la funcion, sobre todo cerca de los extremos.



Interpolacién con nodos equiespaciados

Grado 4 Grado 8
1

5 0 5
Grado 16

Observamos que el error maximo en el intervalo aumenta con el grado del polinomio
interpolante. Para minimizar el error es conveniente tomar nodos de interpolacion
especiales, en lugar de los nodos equiespaciados considerados hasta ahora.

Interpolacién con nodos de Chebyshev

Grado 4 Grado 8
1

0.5
0,
-0.5 -0.5
-5 0 5 -5 0 5
Grado 12 Grado 16
1 *




Los llamados nodos de Chebyshev hacen minimo, en un intervalo dado, el valor
maximo del polinomio (x —x,)(x—x,)--(x —x,,,) que aparece en la expresion del error.

Para el caso particular del intervalo [-5,5], estos nodos son
2(n—(z'—1))+1n
2n+2

x,.:5cos( j, i=12,...n+1.

En las graficas se aprecia la reduccion del error al interpolar la funcion de Runge en los
nodos de Chebyshev.

Otra alternativa puede ser interpolar mediante funciones de otro tipo. En lugar de
polinomios, podemos considerar funciones racionales, funciones definidas por
intervalos, etc., como veremos en temas posteriores.

Problemas

1.- La solubilidad del cloruro amonico en el agua toma, a distintas temperaturas, los
valores siguientes:

Temperatura| 10|20 |30[40| 50|60
Solubilidad |33 ]37[42]46|51]|55

Utiliza interpolacion lineal para estimar la solubilidad del compuesto a una temperatura
de 45°. Compara el resultado con el obtenido mediante interpolacion cuadratica.

2.- Hace unos afos, no tantos como imaginas, disponer de una calculadora no era nada
facil, para evaluar las funciones trigonométricas, por ejemplo sin(x), se disponia de
tablas del siguiente tipo:

0' 10" 20" |30' [40' |50'

45[7071[7092 | 7112|7133 7153|7173
4671937214 7234|7254 (7274|7294
477314 7333|7353 737373927412
48 743174517470 7490|7509 | 7528

Halla mediante interpolacion lineal el seno de 47° 34', compara el resultado con el
obtenido al utilizar todos los puntos para obtener el polinomio de interpolacién y en
ambos casos halla el error cometido utilizando el valor que proporciona MATLAB.

3.- Las diferentes contracciones de un resorte dependiendo de las cargas aplicadas
vienen dadas en la siguiente tabla:

Carga (Kp) 511015120 |25
Contraccion (mm) [49]105|172 253|352

a) Escribe el polinomio de Lagrange de grado 2 para estimar la contraccion
producida por una carga del3 Kp.

b) Edita una funcion en MATLAB para evaluar el polinomio de interpolacion de
Lagrange en un punto dado y ejecttala para obtener el valor numérico del
polinomio anterior en x = 13.



4.- La emisora de radio de la UPV ha determinado, por medio de encuestas, el
porcentaje de ciudadanos que la sintonizan entre las 6 de la tarde y las 12 de la noche, lo
mostramos en la siguiente tabla:

Horas 6 |7 8 |9 10 |11 |12
Oyentes (%) ]0.2]0.25]0.1]0.12]0.15]0.3]0.11

Construye la tabla de diferencias divididas para estos valores y expresa de forma
completa el polinomio de Newton que consideres mas adecuado para estimar el
porcentaje de oyentes a las 9:30 de la noche.

5.- Edita una funcién en MATLAB para que a partir de los puntos de interpolacioén
construya la tabla de diferencias dividas y obtenga como parametro de salida los
coeficientes del polinomio de Newton, lo evaltie en una serie de puntos y lo represente
junto a los puntos de interpolacion dados.

6.-Utiliza la funcion de MATLAB que has programado en el problema 4 para obtener
las graficas de los polinomios de interpolacion que aparecen en el apartado de teoria de
Nodos de Chebyshev para aproximar a la funciébn de Runge tanto con nodos
equiespaciados como con nodos de Chebyshev.

7.-El nimero de personas afectadas por el virus contagioso que produce la gripe en una
determinada poblacién viene dado por la siguiente funcion, donde t indica el tiempo en
dias:

1000

J® 2+999¢"

a) Aproxima esta funcion en [0,7] por polinomios de interpolacion de grados 4,6 y
8, tomando nodos equiespaciados. Representa la funcion junto al polinomio para
comprobar que en los extremos del intervalo el error es considerable.

b) Calcula ahora los polinomios de interpolacién tomando nodos de Chebyshev,
para ello edita una funcion en MATLAB que vaya calculando los sucesivos
polinomios de interpolaciéon tomando nodos de Chebyshev hasta que el error

global dado por la expresion:
100

E* = 07> ()= p(1)]

sea menor que una décima.

Nota: Los nodos de Chebyshev se han dado en el intervalo [-5,5], hemos de
obtenerlos ahora en [0,7], sabiendo que existe una correspondencia biyectiva
entre los dos intervalos.

8.-Considera el polinomio ¢(x)=(x—-x,)(x—x,)---(x—x,,,) para nodos igualmente
equiespaciados una distancia h. Demuestra que

|q(x)| <nlh"™' x <x<x,,
Si p,(x)) es el polinomio interpolador de fx) =e en [0,1] usa el resultado anterior
para demostrar que:

max
0<x<1

e —-p, (x)‘ — 0 cuando n — +o0



9.-. Se desea aproximar la funcion #g x en el intervalo [-3/2,3/2].

a) Considera como nodos de interpolacion los puntos
x, = k-a, parak = 0, £1, £2, +3, precisamente en este orden. Construye la tabla
de diferencias divididas y justificar el comportamiento de los coeficientes de
interpolacion.

b) Representa graficamente la diferencia entre el polinomio de grado 5 y la funcién
interpolada en [-3/2, 3/2], tomando 150 intervalos. ;Cual es el error maximo apreciado
en la tabla de valores?

¢) Halla un valor de a. que minimice el error maximo. Explica el procedimiento seguido
en su determinacion.

d) Toma como nodos de interpolacion los puntos x, = 3 o sen(km /6), hallar el o

optimo y el error médximo. Compara con el error obtenido con nodos equiespaciados.

Soluciones

3.- a) Elegimos los tres nodos mas cercanos a x = 13, que son (10, 105), (15,172) y
(20, 253) el polinomio de Lagrange sera de la forma:

(x=10)(x=20) o (x=15)x=20) g, (x=15)(x-10)
(15-10)(15 - 20) (10— 15)(10 — 20) (20—15)(20-10)

Py(x) =172

b) Para evaluarlo se requieren realizar numerosos calculos y puede acumularse error de
redondeo por lo que este tipo de polinomio no suele ser muy utilizado, no obstante
como practica de programacion es interesante pensar el algoritmo que nos
proporcionaria la evaluacion de estos polinomios.

function v=lagrange(x,y,a)
n=length (x);%grado pol n-1

v=0;

for i=1:n
xi=x (1) ;
xn=[x(1:1-1) x(i+l:n)];
1(i)=(prod(a-xn)) ./ (prod(xi-xn)) ;

x=[x(1:1-1) xi x(i+l:n)];
v=v+y (i) *1(1);
end

xn=[15 10 207;
yn=[172 105 253];
v=lagrange (xn, yn, 13)

V:
143.5200

4.- Editamos en primer lugar una funcioén para crear la tabla de diferencias divididas y
asi obtener los coeficientes del polinomio de Newton de forma andloga a como lo
hicimos en el Ejemplo 7, posteriormente en otra funcién procedemos a evaluar este
polinomio utilizando su forma anidada como vimos en el Ejemplo 8, finalmente
representamos el polinomio mediante una funcion que llama a estas dos.



function p =tabladd(x,y)

$parametros de entrada: x e y son los puntos de interpolacién

%A es la matriz de diferencias divididas de Newton

$pardmetro de salida: p son los coeficientes del polinomio de Newton

n=length (y);
A=zeros (n,n);
A(:,1)=y;
for k=2:n
A(k:n,k)=(A(k:n,k-1)- A(k-1:n-1,k-1))./ (x(k:n)-x(l:n-k+1));
end
p=diag(A);

function y=polynew (p,nodo, x)

%p es el vector de coeficientes del polinomio

$nodo son las abscisas de los puntos de interpolaciédn
$evalla el polinomio de Newton en el punto x

n=length (p)-1;
y=p (n+1) ;
for k=n:-1:1
y=y.* (x-nodo (k) ) +p (k) ;
end

y=polynw (p, nodo, x)

function repnew(x,yVy)
p=tabladd(x,vy):

xp=linspace (x(1l),x(length (x));
yp=polynw (p, X, Xp)
plot(x,y, """, xp,yp)

5.-Editamos una funcion para evaluar la funcion de Runge.

function y=f (x)
y=1./(1+x."2);

Mediante distintas llamadas a las funciones anteriores obtenemos los polinomios que
aproximan a la funcién de Runge en el primer caso tomando nodos equiespaciados y en
el segundo con nodos de Chebychef

xf=linspace (-5,5);

yf=feval ('f',xf);

j=1;

for i=5:4:17
x=linspace(-5,5,1);
y=feval ('f',x);
subplot (2,2,73)
J=Jj+1;
p=tabladd(x',vy"');
yp=polynew (p, x,xLf) ;
plot(x,y,"*',xf,vE,xt,yp)

end

Ahora con nodos de chebyshev

clear x



xf=linspace (-5,5);
yf=feval ('f',xf);
j=1;
for i=4:4:16
for k=1:i+1
x (k)=5*cos (((2* (1i-(k=1))+1)/(2*i+2)) *pi);
end
y=feval ('f',x);
p=tabladd(x',vy"');
yp=polynew (p, x,xf) ;
subplot(2,2,73)
J=3+1;
plot (x,y, '*',xf,vE,xf,vyp)
end
7.- b) Escribimos el codigo de la funcion:

function y=gr(t)
y=100./(2+999%exp (-2.1*t)) ;

Interpolamos con nodos de Chebyshev:
clear x
xg=linspace (0,7);
yg=feval ('gr',xqg);
E=1; n=1;
while E>0.1
for i=1l:n+l

% (i)=cos (((2* (n-(i-1))+1)/ (2*n+2)) *pi) ;% nodos de Chebyshev en [-1,1]

end
xc=(x+1) /2*7;% nodos de Chebyshev en [0,7]
yc=feval ('gr',xc);
p=interpol (xc',yc');
yp=polyval (p,xg) ;
E=sum( (yg-yp) ."2)/100;
n=n+1;
end
E
E =
0.0344
Polinomio de interpolacion de grado 10
60 T T T T
50 -
40t
30+
20+
10+
0
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PRACTICA 10 - INTERPOLACION POLINOMICA
gjemplo del muelle:

>>x =[51015]"; y = [395 620 795]";
>> A =[x 2 x X0
A=
25 5 1

100 10 1

225 15 1
>>p=Aly
p =

-1.0000

60.0000

120.0000
>> %p(x) = -x.~2 + 60x + 120
>> xg = linspace(5,15);
>>yg = polyval(p,xg);
>> plot (X,y,™",xg, yg)

>> %%Desplazando el origen
>> clear
>> x =[5;10;15];
>>y = [395; 620; 795];
>> xd = x-10;
>> Ad = vander(xd);
>> cond(Ad)
ans =
35.4120
>> pd = Ad\y;
>> xn = lingpace(5,15,10);
>> vpd = polyval(pd, xn-10);
>> plot (X,y,*",xn, vpd)
>> Opla grafica resultante, eslamisma
>> Yppero se ha calculado con operaciones mas estables

METODO DE NEWTON

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asi gnhatu...%20-%20I nterpol aci on%20Poli nomi cal/practica%2010.txt.txt (1 of 3) [09/03/2008 13:49:25]
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>>x =[4,6,2,8]";y =[114 116 62 8]’;
>> [p,v] = pnewton(x,y,2)
p =
114.0000
1.0000
-6.2500
-1.2500
V=
62

Recuerda que Newton no devuelve los coeficientes del polinomio
Para evaluar € polinomio que devuelve newton se utiliza el parametro
z delapropiafuncion

>>x =[51015]"; y =[395 620 795]";
>> A = vander(x)
A=
25 5 1
100 10 1
225 15 1
>>p=Aly
p =
-1.0000
60.0000
120.0000
>>

>> polyval(p,1)
ans =
179.0000

>>
>> [pn,v] = pnewton(x,y,1)
pn =
395
45
-1
V=
179
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representacion grafica
>> 7 = linspace(5,15);

>>[pn,v] = pnewton(X,y,z);
>> plot(z,v,x,y,™*")

g delastransparencias

>>x=[2468];y=[62114 116 8]’
>> 7 = linspace(2,8);

>> [pn,v] = pnewton(x,y,2);

>> plot(z,v,X,y,™*")
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11 Interpolacién Polindmica Segmentaria

Podemos ver en la figura la puesta en orbita del primer elemento de la estacion orbital
internacional, que incluia el sistema de manipulacion remota canadiense: Canadian
Mobile Servicing Center. Los sistemas de manipulacion remota como é€ste y otros
muchos utilizan un avanzado sistema de control que guia un brazo manipulador hacia
posiciones predeterminadas. Uno de los requisitos de dicho sistema de control es el
disefio de una trayectoria para que el brazo se mueva de un sitio a otro de manera que se
eviten movimientos bruscos que puedan causar que se desprendan los objetos
transportados o incluso que se dafie el propio brazo roboético. Dicha trayectoria se disefia
inicialmente en términos de un cierto nimero de puntos hacia los que debe moverse el
brazo. Debe encontrarse una curva que pase por todos esos puntos y que ademads sea lo
mas suave posible, de manera que no se produzcan dafios en el brazo.

La interpolacion polindmica segmentaria nos permitira definir una curva
suficientemente suave (continua, diferenciable) para este y otros propdsitos. El caso
lineal nos permitirda un ajuste continuo en los puntos con pocas operaciones, pero sin
"suavidad", es decir, sin derivabilidad en los nodos. Sin embargo, la interpolacion
polindbmica segmentaria cuibica cumplira nuestras espectativas definiendo una
trayectoria suave que se ajuste a los puntos predefinidos y sin las grandes oscilaciones
de los polinomios interpolantes de grado superior.

11.1Interpolacién Polinédmica Segmentaria Lineal

La interpolacion polindmica ordinaria presenta inconvenientes cuando hay muchos
nodos y la funcidon no se parece mucho a un polinomio. En la practica anterior hemos
visto que al interpolar la funciéon de Runge, el aumento del numero de nodos (y
consiguientemente, del grado del polinomio) en lugar de proporcionar mas precision,
provoca mayores oscilaciones del interpolante e inestabilidad en el céalculo. Los
polinomios no son adecuados para aproximar ciertos tipos de funciones, por ejemplo
funciones racionales como la de Runge o funciones periddicas como el seno o el
coseno.

La interpolacién polindmica segmentaria evita estos inconvenientes limitando el grado
del polinomio. En contrapartida, las condiciones de interpolacion se satisfacen
localmente, utilizando polinomios distintos en cada intervalo.



Dada una funcion f o un conjunto de pares de valores (xi, ), kK = 1, 2, ..., n+1,
determinaremos una funcidén s que pasa por los puntos dados y que en cada intervalo
[X% Xx+7] €s un polinomio

S(x) =q, (x), Xe [xk,xk+1], k=12,...,n
La funcién interpolante s se denomina spline, aludiendo a unas reglas eldsticas que se
usan en delineacion. Los splines son muy utilizados en disefio, porque se adaptan a los
nodos prescritos sin oscilar demasiado en puntos intermedios. Los distintos trozos se
ensamblan suavemente si se toman los polinomios de grado suficiente.
El polinomio de interpolacién es muy sensible a pequeiias variaciones en los datos. En
cambio, la obtencion de los splines es numéricamente estable y puede hacerse utilizando
matrices dispersas (véase el codigo de la funcion spline de MATLAB).
El caso mas simple de interpolacion polindmica segmentaria consiste en tomar, en cada
subintervalo, el segmento de recta que une los valores de la funcion en los extremos. El
resultado es una linea quebrada, poco agradable estéticamente, si la funcién oscila
mucho.
Evitamos las esquinas considerando polinomios de mayor grado en cada subintervalo.
Los splines cubicos ofrecen un buen equilibrio entre dificultad de calculo y apariencia
suave del resultado, que es de grado 3 en cada subintervalo. Para determinar el spline
cubico, se necesitan un par de condiciones adicionales, que dan lugar a distintos tipos de
spline. Analizaremos los llamados splines naturales, splines completos y splines no
nodo.
La interpolacion segmentaria lineal utiliza polinomios de primer grado para construir el
spline. En cada subintervalo hemos de determinar los coeficientes a; y by para que la
recta de ecuacion

4, (x)=a,+b (x—x,), k=12,.,n
pase por los puntos (xx , Yx) Y (Xk+7, Vi+1)-
La condicion de interpolacion en el extremo izquierdo de cada intervalo, gi(xr) = vk
proporciona directamente ay
a =y, k=L2,.,n
Imponiendo la condicidon de interpolacion en el extremo derecho, qu(Xk+1) = Yk+i,
obtenemos la formula para by

b =21 =Yk k=12 n
Xierr — X
Para aplicar estas formulas con MATLAB conviene considerar los coeficientes ax como
componentes de un vector a. Anadlogamente, los coeficientes b; serdn las componentes
de un vector b.
Ejemplo 1

Obtengamos estos vectores con MATLAB para la funcién de Runge en el intervalo
[-1,1]:

1
SO = s
n 10; h = 2/n;% Tomamos 10 subintervalos
x = [-1:h:1];% Abscisas
y = 1./(1 + 25*x.72);% Ordenadas de Runge
a = vy(l:n)% y tiene n+l componentes
b = diff(y)./diff (x)

o))
Il



Columns 1 through 7

0.0385 0.0588 0.1000 0.2000 0.5000 1.0000 0.5000
Columns 8 through 10
0.2000 0.1000 0.0588
b =
Columns 1 through 7
0.1018 0.2059 0.5000 1.5000 2.5000 -2.5000 -1.5000
Columns 8 through 10
-0.5000 -0.2059 -0.1018

Una vez obtenidos los coeficientes del spline, su evaluacién en un punto x requiere un
poco de trabajo: determinar a qué intervalo nodal [x;, xx+;] pertenece el punto x, elegir
los coeficientes ay, b; del polinomio correspondiente y ya, por fin, evaluar gx(x) segin
su formula. Afortunadamente, MATLAB automatiza estas tareas mediante las 6rdenes
que veremos a continuacion.

11.2 Funciones de MATLAB para Splines
MATLAB dispone de varias funciones especificas para calcular splines y evaluarlos. Si
hemos calculado ya los coeficientes, lo primero que hacemos es unirlos en una matriz.

s = [b'" a'l% De mayor a menor grado
s:
0.1018 0.0385
0.2059 0.0588
0.5000 0.1000
1.5000 0.2000
2.5000 0.5000
-2.5000 1.0000
-1.5000 0.5000
-0.5000 0.2000
-0.2059 0.1000
-0.1018 0.0588

Para evaluar el spline, ademéas de los coeficientes, se necesitan los nodos. Con ambos
datos, la funcion mkpp (make piecewise polynomial) crea un vector con toda la
informacion relativa al spline.

ps = mkpp (x,s)

La evaluacion del spline en esta forma recuerda a la de un polinomio ordinario, usando
ppval en lugar de polyval. Representemos graficamente la aproximacion segmentaria
lineal de la funciéon de Runge.

xg = (-1:.005:1)";

yg = 1./ (1+25%xg."2) ;

ys = ppval (ps, xg) ;
plot(x,y,"'*',xq9,y9,x%g,ys)
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Comparando el spline lineal con el polinomio de grado 10 que interpola los mismos
nodos, observamos que este ultimo presenta mas oscilaciones, sobre todo en los
extremos del intervalo, mientras que el spline se ajusta mejor, pero no es derivable en
los nodos. Empleando polinomios de mayor grado se obtienen splines que si lo son.
Consideraremos el caso de grado 3.

11.3 Interpolacién Polinédmica Segmentaria Cubica

El spline cubico elimina dos problemas de la interpolacion lineal: su lentitud de
convergencia y el que presenta dngulos en los nodos, lo cual es inadecuado en ciertas
aplicaciones. Un spline cubico es una funcidon polindmica segmentaria de grado 3 con
derivada primera y segunda continuas.

Dados n + 1 puntos (xx, yx), kK = 1, 2, ..., nt+1, con x; < x; < ... < X,+;, hallaremos
splines cubicos

S(x) =4, (x), X € [xk,xk+1], k=12,...,n
que verifiquen las siguientes condiciones de interpolacion
g, (X)) =Y k=1,2,...,n
(X, )=V k=1L2,...,n
y también las condiciones de conexion
G () = G (%), k=1,2,...,n—1

qZ(xk+1) = q1:+1(xk+1)7 k= 1’ 2’ - -1

Las primeras condiciones establecen que s es continua e interpola los puntos (xx , yx).
Las segundas implican que s tiene derivadas primera y segunda continuas.
Para determinar el spline, podemos escribir cada polinomio componente de forma
adecuada, por ejemplo,

4, (x)=a,+b (x—x,)+¢, (x—xk)2+dk (x—xk)3, k=1,2,..,n
y sustituir esta expresion en las condiciones anteriores. Asi obtenemos un sistema de
ecuaciones lineales que deben verificar los coeficientes.
Este procedimiento tiene dos desventajas. Primero, produce un sistema con ancho de
banda innecesariamente grande y cuyos coeficientes pueden oscilar en varios ordenes de
magnitud. En segundo lugar, el sistema tiene 4n incdgnitas, mientras que las
condiciones anteriores solo proporcionan 4n—2 ecuaciones. Obviamente, esta
indeterminacion es intrinseca al problema, pero el ataque directo da poca informacion
sobre como resolverlo.
Por ello, procederemos de otro modo: obtendremos los coeficientes del spline en
funcion de la derivada segunda del spline en los nodos, empleando las condiciones de
interpolacion. A continuacion, las condiciones de conexidén nos permitiran plantear un



sistema lineal de ecuaciones, cuya resolucion proporcionara el valor de la derivada
segunda en los nodos y, por tanto, el valor de los coeficientes del spline.

11.3.1 Determinacion de las derivadas segundas del spline
Supongamos por un momento que conocemos los valores 1y de las derivadas segundas
del spline en los nodos

S"(xk) =r, k=12,.,n+1
Entonces, parak =1, 2, ..., n
q; (xk) =1
qu (xk+l) = rk+l
Como la derivada segunda de ¢; es de primer grado, su ecuacion
es la de la recta que pasa por los puntos (xi, 74) Y (Xk+1, 7r+1):

gl(x)=r, + ’"k*lh Tl (v x)), k=12, .n

donde Ay = xp+1— X5
Integrando dos veces obtenemos
g, (x)=a, +b,(x— xk)+ U3 (x— x,\) +%(X—xk)3, k=1,2,..,n
k

donde ay y by son constantes a determmar. Esta expresion proporciona directamente los
coeficientes ci y di del polinomio gx en funcidn de las derivadas segundas ry.

T,
Ck:_k
2
r.,—r
_ k4l k
d, =——~

6h,
Veamos como obtener los otros dos coeficientes.
La primera condicién de interpolacion proporciona directamente el valor de a.
9k (xk):ak =Yk
La condicion de interpolacion en el extremo derecho proporciona

e N 2

7,
Qk(xk+1)=ak+bkhk+5khlf+ e = Viw

De las dos expresiones precedentes obtenemos el valor de by:

Vi = Vi Teat | T Ve T
b == £ | Bl Kh =g —| L+ L)
Yk (6 3J e [6 3] ‘

Una vez expresados todos los coeficientes en funcion de las i, volvamos al calculo de
estos valores. Ya hemos utilizado las condiciones de interpolacion. La ecuacion de
partida presupone la continuidad de la derivada segunda. Sélo falta imponer, para k = 1,
2, ..., n—1, la coincidencia de las derivadas primeras en los nodos interiores:

qk(ka) by +rnh +——= e Iy
G (X)) =Dy
Igualando tenemos
th = bk+1 - bk

Sustituyendo las expresiones de los by y agrupando los coeficientes de ry queda



h
+1 k+1 _ _
o i 3 i+ p i =€,-6¢, k=12,.,n-1
que es un sistema lineal de n—1 ecuaciones con n+1 incognitas, los 7. Veamos la
estructura de la matriz del sistema y los términos independientes.

Las ecuaciones obtenidas se expresan matricialmente como

he  hth,

My =
donde r es la columna de incognitas, la matriz c((lgel sistema es
hl hl + h2 hZ
6 3 6
h, h, +h, h,
6 3 6
hy b h
M= 6 36
hn—2 hn—2 + hn 1 hn—l
3 6
hn—l hn—l + hn n
i 3 6.
y el vector de términos independientes
C e T
€ —6
€ —&
g=
€1~ €2
L € € ]

El sistema tiene dos ecuaciones menos que incognitas, por lo que hacen falta dos
condiciones adicionales para que tenga solucion Unica. La eleccion de estas condiciones
puede hacerse de varias formas, dando lugar a distintos tipos de spline.

11.4 Splines naturales
Si en el anterior sistema de ecuaciones lineales eliminamos dos de las incdgnitas,
quedaran (n-2) ecuaciones y (n-2) valores de la derivada segunda por averiguar. Asi,
podemos definir un spline fijando de antemano el valor de la derivada segunda en el
primer nodo y en el ultimo.

11.4.1 Derivadas segundas del spline natural
Si las derivadas segundas en los extremos son conocidas, pasamos 7; y 7,+; al segundo
miembro de las primera y ultima ecuaciones, que quedaran como

h + h, h,
Trz +Zr3 =6 ¢ _g’ﬁ

El sistema resultante es tridiagonal simétrico y se resuelve por eliminacion gaussiana
con O(n) operaciones sin necesidad de pivotacion parcial.



h+h, h -
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R LU N Qe
6 3 6
& e, —e,
By hth by ’ o
6 3 6 4| O
hn—Z hn—Z + hn—l hn—l rn—l en—l - en};z
3 6 L rn i en _ en—l __nrn+1
hn_l hn—l + hn - 6 -
. 6 3 |

Calculados los restantes 1y, los coeficientes del spline se hallan aplicando las relaciones
obtenidas anteriormente.

Cuando las derivadas en los extremos son nulas el spline se llama natural. A pesar de su
nombre, este spline no es especialmente recomendable, pues en general, la funcion a
interpolar no tendra derivada segunda nula en los extremos, e imponer esta condicion
empeorard la aproximacion, al menos cerca de estos.

Ejemplo 2
Halla el spline cubico que interpola la funcion y = sin(x) + cos(g], tomando 7 nodos

equiespaciados en el intervalo [—272,27:] , sabiendo que el valor de la derivada segunda

en ambos extremos del intervalo es 0.25.
Determinemos en primer lugar los nodos y valores a interpolar

6;% Numero de subintervalos
x = linspace (-2*pi,2*pi,n+1l)% Nodos equiespaciados

y = sin(x)+cos(x/2)% Valores a interpolar
X =

-6.2832 -4.1888 -2.0944 0 2.0944 4.1888 6.2832
y =

-1.0000 0.3660 -0.3660 1.0000 1.3660 -1.3660 -1.0000

Los valores de la derivada segunda en los extremos son las componentes primera y

ultima del vector r.
rl = 0.25; rnl = 0.25;

Obtendremos las restantes componentes de r resolviendo el sistema lineal que satisfacen
las derivadas segundas.

Al pasar al segundo miembro los términos correspondientes a ; y 7,+; queda un sistema
cuadrado de orden n—1 con matriz tridiagonal simétrica.

Construimos su matriz por diagonales, operando adecuadamente con los elementos del
vector h.

Q.
’_l
Il
jop
=
3
|
R

dr = h(2:n)/3;



dp = dl+dr;% Diagonal principal
M = diag(dp) + diag(ds,-1) + diag(ds,1)

M =
1.3963 0.3491 0 0 0
0.3491 1.3963 0.3491 0 0
0 0.3491 1.3963 0.3491 0
0 0 0.3491 1.3963 0.3491
0 0 0 0.3491 1.3963

Los términos independientes se obtienen facilmente con el comando diff

e = diff(y)./h

g = diff (e)
e:

0.6522  -0.3495 0.6522 0.1748  -1.3045 0.1748
g =

-1.0018 1.0018 -0.4775 -1.4792 1.4792

Si las derivadas segundas no son nulas, hay que ajustar el primer y el Gltimo elementos

de g:
g(l) = g(l) - h(l)*rl/6
g(n-1) = g(n-1) - h(n)*rnl/6
g =
-1.0890 1.0018 -0.4775 -1.4792 1.4792
g =
-1.0890 1.0018 -0.4775 -1.4792 1.3920

Ya podemos resolver el sistema lineal para obtener los valores desconocidos de las
segundas derivadas, ry.

r = M\g'

-1.0415
1.0460
-0.2727
-1.3232
1.3277

r = [rl;r;rnl]

0.2500
-1.0415
1.0460
-0.2727
-1.3232



1.3277
0.2500

11.4.2 Coeficientes de los polinomios gx(x), k =1, 2, ..., n
Una vez obtenidas las derivadas segundas, aplicamos las férmulas de los coeficientes de
los polinomios interpolantes.

rl = r(l:n);rr = r(2:n+1);
a=y(lmn)';

b =e' -(rr + 2*rl).*h'/6;
c =1rl/2;

d = diff(r)./h'/6;

Ya solo queda componer la matriz del spline y representarlo graficamente, como en el
caso lineal:

s = [d, ¢, b, al] % Coeficientes de los gk
ps = mkpp(x,s); $ Codificacidén del spline
xg = linspace (-2*pi,2*pi); % Abscisas para grafico
ys = ppval (ps,xg); % Evalua el spline
vyg = sin(xg)+cos(xg/2); % Evalta la funcidn
plot(x,vy,"'"*',x9,vy9,xg9,ys,"'-.")% Grafico
s =
-0.1028 0.1250 0.8412 -1.0000
0.1661 -0.5207 0.0124 0.3660
-0.1049 0.5230 0.0172 -0.3660
-0.0836 -0.1363 0.8270 1.0000
0.2110 -0.6616 -0.8442 1.3660
-0.0858 0.6639 -0.8394 -1.3660
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La grafica muestra la excelente aproximacion de la funcion mediante el spline calculado
conociendo las derivadas segundas en los extremos.



11.5 Splines completos

Si tenemos informacioén de la derivada de la funcion en los extremos del intervalo,
podemos obtener un spline cuya derivada tome estos valores.

11.5.1 Derivadas segundas del spline completo
Sean y, e ) estas derivadas. Entonces se ha de cumplir

!

r N 4 —
ql(xl)_yl 4q, (xn+l)_yn+l
Imponemos estas condiciones y expresamos los by en funcion de los ry:

, 7 4
n=>b=¢e _(gz"'g]jhl

yl;+]:bn+ M hﬂ:eﬂ— M_{_r_” hn+ rn+rn+l hn
2 6 3 2

Ordenando quedan dos ecuaciones en los coeficientes ry

hy

1 _ ’
- h +g7’2 =€ )

3
ann +?nrn+l :y;H—l _en
que afadimos al sistema lineal para tener n+1 ecuaciones con n + [ incdgnitas.
h h _
3 6
Wbtk n ] [ea-a ]
6 3 6 r e, —e,
h, hy+h, h
3 3 6 | &674
hn—l hn—l + hn hn r”l e" - e"—l
6 3 E _}/;H—l_ yn_en n
6 3]

El spline asi obtenido se denomina spline completo.

Ejemplo 3
Hallaremos a continuacion el spline completo de la funcién y=sin(x)+c05(§} ,

tomando 7 nodos equiespaciados en el intervalo [—27r,27r] , sabiendo que el valor de la

derivada primera en ambos extremos del intervalo es 1.
La matriz del sistema para el caso de condiciones sobre la derivada primera es facil de
construir:

ds = h/6; % Diagonal secundaria



dp = ([h';0]+[0;h"'])/3; % Diagonal principal
M = diag(dp) + diag(ds,-1) + diag(ds,1)

M =
0.6981 0.3491 0 0 0 0 0
0.3491 1.3963 0.3491 0 0 0 0
0 0.3491 1.3963 0.3491 0 0 0
0 0 0.3491 1.3963 0.3491 0 0
0 0 0 0.3491 1.3963 0.3491 0
0 0 0 0 0.3491 1.3963 0.3491
0 0 0 0 0 0.3491 0.6981

De nuevo la matriz del sistema es tridiagonal simétrica y estrictamente diagonalmente
dominante.
El término independiente se expresa sencillamente como:

e = diff(y')./h';
dy0=1;

dyn=1;

g = diff ([dy0O; e; dyn])

g =
-0.3478
-1.0018

1.0018
-0.4775
-1.4792

1.4792

0.8252

siendo dy0 y dyn las derivadas en los nodos extremos.

El sistema lineal proporciona ahora los valores r¢ de la derivada segunda en todos los
nodos.

r = M\g

-0.0124
-0.9715
1.0287
-0.2736
-1.3023
1.2451
0.5595

Sustituyendo en las expresiones adecuadas calculamos los coeficientes del spline
completo, ay, by, ck y di, exactamente igual que en el caso del spline natural.

rl = r(l:n); rr = r(2:n+1);
a =y(l:n)";

b=e - h'.*(2*rl + rr)/6;
c =1rl/2;

d = diff(r)./h'/6;

Formamos la matriz de coeficientes del spline:
s = [d c b a]
s =
-0.0763 -0.0062 1.0000 -1.0000
0.1592 -0.4858  -0.0304 0.3660
-0.1036 0.5144 0.0295  -0.3660



-0.0819 -0.1368 0.8203 1.0000
0.2027 -0.6512 -0.8299 1.3660
-0.054¢6 0.6226 -0.8898 -1.3660

Una vez obtenidos los coeficientes, los pasamos al modo de polinomio segmentario:
ps = mkpp (x,s)

Evaluamos el spline y lo representamos:

ys = ppval (ps,xg);

plot (x,y,"*",x9,v9,%g,yYs)

11.6 Splines no nodo

Si no disponemos de informacion sobre el comportamiento de la funcion en los nodos
extremos, en lugar de asignar arbitrariamente las derivadas primeras o segundas, una
alternativa mejor es suponer que los dos primeros polinomios, ¢g; y ¢», coinciden y los
dos ultimos, g,.; Yy g, también. Asi obtenemos dos condiciones adicionales que hacen
determinado el sistema lineal.

Como ¢q; y g2 son de tercer grado y coinciden en x,, lo mismo que sus derivadas primera
y segunda, solo falta imponer que las derivadas terceras sean iguales:

q/(x,) = 4" (x,)
La derivada segunda de g; es de primer grado, por lo que su derivada es el cociente
incremental

qm_ q]:(xkﬂ)_qlg(xk) _ N %
= =
X1 — X hy
Tomando k = 1, 2 y sustituyendo en la igualdad anterior obtenemos una ecuacion lineal
—h,1; + (b +hy))r, —hr, =0
que afadirmos al principio del sistema.
Andlogamente, igualando las derivadas terceras en x, obtenemos otra ecuacion lineal
_hnrn—l + (hn—l + hn )rn - hn—lr +1 = 0

que afiadimos al final del sistema.
Estas condiciones determinan un spline, llamado spl/ine no nodo porque el polinomio
interpolador no cambia al pasar por x, y por x,.



11.7 Splines en MATLAB

Recogiendo todas las operaciones efectuadas en los ejemplos de esta Practica, no es
dificil editar ficheros.m para obtener splines con condiciones naturales o condiciones
sobre la derivada en los extremos.

La funcién spline incorporada en MATLAB obtiene el spline no nodo. Calcula
internamente los coeficientes de los polinomios y da el resultado ya en forma de
polinomio segmentario, que se evallia con ppval para su representacion grafica.

ps = spline(x,vVy);
ys = ppval (ps, x9);
plot(x,y,'*',x9,v9,xg,ys, '—.")
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Los coeficientes de los polinomios se obtienen con la funcién unmkpp (unmake
piecewise polynomial), que separa la informacién en un vector de nodos y una matriz de
coeficientes. El proceso inverso, obtener el polinomio segmentario a partir de los nodos
y los coeficientes del spline, se realiza con la funcidén mkpp, ya utilizada previamente en
varias ocasiones.

[nodos, coefs] = unmkpp (ps)

Si damos tres argumentos de entrada a spline, el tercero es tomado como abscisas en
las que se evalta el spline, y el programa devuelve las ordenadas correspondientes, en
lugar de los coeficientes del polinomio segmentario.

ys = spline(x,vy,xqg)
MATLAB dispone asimismo de una funcion genérica para la interpolacion segmentaria

de funciones de una variable, interpl, que engloba la interpolacion lineal y los splines
cubicos. Poniendo



yl = interpl (x,y,xqg)

se obtienen las ordenadas correspondientes a xg que interpolan linealmente (x,y).
Anadiendo como cuarto argumento la cadena 'spline’', da el mismo resultado que la
orden spline.

ys = interpl (x,y,xg, 'spline')

Ejemplo 4
Las graficas muestran distintas aproximaciones de la funcion de Runge
1
Y sy

obtenidas interpolando sus valores en 9 nodos equiespaciados en [—1,1].
La primera se obtiene con la funcién spline de MATLAB.

x = -1:.5:1; % Nodos

y = 1./ (1+25*%x.72); % Valores

xg = -1.1:0.05:1.1; % Abscisas para el gréafico
vg = 1./ (1+25*xg."2); % Ordenadas

ys = spline(x,y,xq);
plot(x,y,"'*",xg,yg,xg,ys)
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La interpolacion segmentaria lineal de esta funcion, a la que corresponde la segunda
grafica, se ejecuta con las siguientes instrucciones:

x1 -1:0.02:1;
yl = interpl (x,y,x1);
plot(x,y,"'*',xg,yg,x1l,yl)

Los dos ultimos graficos muestran los splines obtenidos con condiciones naturales
(considerando nulas las derivadas segundas en los extremos) y con derivadas primeras
dadas en los extremos (aproximadamente 0.08 y - 0.08, para la funciéon de Runge).
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El peor ajuste del primer grafico en los extremos se debe a que, en el spline de
MATLAB, los dos primeros polinomios coinciden, al igual que los dos tltimos, y en
este ejemplo s6lo hay ocho intervalos.

Ejemplo 5

Consideremos un brazo robdtico como el que nos ha servido para introducir el tema.
Tenemos almacenados en una tabla algunos puntos de la trayectoria del brazo; ademas,
dichos puntos estan en el orden necesario para que el brazo se mueva hasta una posicion
para coger un objeto y luego vuelva a la posicion original. Supondremos también que
los puntos intermedios incluidos en la trayectoria tratan de evitar choques del brazo o
bien guiarlo hacia sensores que recogen informacion. Asi, cada punto tendrd tres
coordenadas: las coordenadas x e y relativas a la posicion del brazo y una tercera
componente, que denotaremos por accion, codificada del siguiente modo:

Accion Significado
0 posicion de partida
1 posicion intermedia
2 posicion de coger objeto
3 posicion de soltar objeto

El problema consiste en disefiar una curva "suave" mediante interpolacion cibica
segmentaria de manera que sirva de guia para que el brazo roboético, partiendo de un
punto determinado, se mueva a una posicién concreta para coger un objeto, lo deje en
otra posicion y vuelva al punto de partida. Estas posiciones, junto con otras intermedias,
se ven reflejadas en la siguiente tabla:

X | y | accion
010 0

2 14 1

6 | 4 1
716 2
12 | 7 1
151 3

8 | -1 1

4 | -2 1
010 0

En primer lugar representamos graficamente dichos puntos conectdndolos mediante
rectas, lo que en la préctica supone una interpolacion polindmica segmentaria lineal.



x=[0 2 6 7 12 15 8 4 0];
y=[0 4 4 6 71 -1 -2 01;
plot (x,y,"*",x,Vy)
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Observamos coémo esta aproximacion, ademas de ser muy pobre, se traduce en
movimientos excesivamente bruscos para un comportamiento eficiente de un brazo
robotico. Se hace, por tanto, necesaria una trayectoria que permita al brazo moverse con
suavidad de una posicion a otra sin poner en peligro a los objetos que transporta.

10 15



Para disenar el spline cubico dividiremos la trayectoria en tres trozos: desde la posicion
de partida hasta coger el objeto, desde ese intante hasta que soltamos el objeto y, por
ultimo, desde que se suelta el objeto hasta que se vuelve a la posicion original. Esta
division es logica puesto que el brazo ha de detenerse al final de cada una de estas

trayectorias.

accion=[0 1 1 2 1 3 1 1 071;
coger=find (accion==2) ;
soltar=find (accion==3) ;
fin=length (x) ;

x1l=x(l:coger), yl=y (l:coger)

x2=x (coger:soltar), y2=y (coger:soltar)
x3=x(soltar:fin), y3=y(soltar:fin) ;
x1l = 0 2 6 7

vyl = 0 4 4 6

X2 = 7 12 15

y2 = 6 7 1

x3 = 15 8 4 0

y3 = 1 -1 -2 0

Para determinar el niimero de puntos que usaremos para representar los splines,
calculamos la distancia minima entre los puntos conocidos en toda la trayectoria. Asi, el
incremento en la variable x para definir el spline serd la décima parte de esa distancia
minima.

incr=min (abs(x(2:fin)-x(1:fin-1))) /10;

De este modo, al menos habra 10 puntos de representacion entre cada par de puntos de
la tabla anterior, distribuidos del siguiente modo:

tl=x (1) :incr*sign(x(coger)-x (1)) :x (coger) ;
t2=x(coger) :incr*sign(x (soltar)-x (coger)) :x(soltar);
t3=x(soltar) :incr*sign(x(fin)-x(soltar)) :x(fin);

Calculamos los splines no-nodo mediante el comando de MATLAB:
sl=spline(x1,yl,tl);
s2=spline (x2,vy2,t2);
s3=spline (x3,y3,t3);

y dibujamos la trayectoria resultante:

plot ([tl t2 t3],[sl s2 s3],x,y,'o")
title ('Recorrido del brazo articulado'),
xlabel ('x'"),ylabel ('y'),grid
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11.8 Problemas
1. Aproxima el valor de la funciéon f (x) = x—cos(x3) definida en el intervalo [-3,3],

en el punto x = 0.75, empleando para ello:

el polinomio interpolador de Newton de quinto grado, empleando nodos
equiespaciados distribuidos en torno al punto a aproximar,

un spline lineal, empleando 10 puntos equidistribuidos en el intervalo [-3,3],
un spline no-nodo, utilizando los mismos puntos que en el apartado anterior.

. (Cudl es el valor aproximado de la funcién en el punto x = 0.75 en cada una
de las aproximaciones?. ;Cual es el error cometido en cada caso?

2. Siguiendo las instrucciones de la seccion 11.4, calcula la aproximacion a la funcion

f (x) =x- cos(x3) del problema anterior mediante un spline natural. Emplea para

ello 10 puntos equidistribuidos en el intervalo [-3,3]. ;Se observan mejoras

respecto a los resultados obtenidos en el problema 1?.

3. Se ha plasmado en una tabla la evolucidon, cada dos horas, de la temperatura en
Valencia durante un dia invernal:

Hora | Grados | Hora | Grados | Hora | Grados | Hora | Grados
2 8 8 8 14 16 20 11
4 8 10 14 16 14 22 10
6 7 12 15 18 13 24 8
a) Representa graficamente los valores de la tabla.
b) Mediante un polinomio interpolador de tercer grado, aproxima la temperatura
en Valencia a las 8:45 de la fecha.
c) Emplea un spline lineal para aproximar la temperatura a la misma hora.
d) (Qué temperatura marcarian los termémetros en Valencia a las 8:45 si la

aproximamos mediante un spline natural?;Y con un spline no-nodo?



e) Representa graficamente las curvas calculadas en los apartados anteriores.

4. Siguiendo las instrucciones de la seccion 11.5, calcula la temperatura en Valencia a

las 8:45 horas mediante un spline completo, suponiendo que la variacion de la
tempertura es nula en los instantes inicial y final del estudio. ;Consideras esta
suposicion razonable a la vista de los resultados obtenidos en el ajuste?.

5. A continuacion motramos, tabulados, algunos valores de la funcion error, erf(x).

x |0.15 0.27 0.76 0.89 1.07 2.11
f(x) 10.1680 [0.2974 [0.7175 ]0.7918 [0.8698 |0.9972

a) Utiliza los datos de la tabla para construir un spline ctbico (no-nodo) que
aproxime la funcion error. Representa graficamente dicho spline, junto con los
datos tabulados.

b) Compara las aproximaciones obtenidas en x = 0.33, x = 0.92 y x = 2.05 con los
valores que MATLAB proporciona empleando la instruccion er f.

c) (Mejoran los resultados si empleamos un spline natural?;y con un spline
completo?.

6. Las estrellas llamadas cefeidas se caracterizan por una variacion en el tiempo suave y

periodica de su brillo aparente, llamado magnitud visible. En la siguiente tabla se
proporcionan datos experimentales acerca de la variacion de la magnitud Am de la
estrella & Cephei, que da nombre a este tipo de estrellas variables, en un periodo de
tiempo t determinado.

t 1-0.2 |-0.1 [0 0.1 0.2 |03 (04 |05
Am|-03 |-0.5 |-0.97 |-0.94 |-0.8 |-0.7 |-0.56 [-0.45

t 0.6 0.7 0.8 [09 |1 1.1 1.2
Am|-0.34 [-0.25 |-0.35 |-0.6 |-1 |-0.97 |-0.8
a) Representa graficamente los puntos dados y el spline lineal calculado para

aproximar la magnitud aparente de & Cephei en los instantes t = 0.43, 1 = 0.67 y
t =1.05. ;Cual es la aproximacion en cada caso.

b) Aproxima la magnitud aparente de & Cephei en los instantes t = 0.43, 1 =0.67 y
¢t = 1.05 mediante un spline no-nodo, empleando los datos de la tabla adjunta.
Representa graficamente la aproximacion obtenida.

c) ¢Varia sustancialmente la aproximacion si se consideran unicamente los datos
correspondientes a t =-0.2, 0, 0.2, ..., 1.2?. Razona la respuesta.

7. La medicién del tiempo se basa en las observaciones de la rotacion diurna de la

bdveda celeste y del movimiento anual del Sol, es decir en la rotacion de la Tierra
sobre su eje y en la traslacion de ésta alrededor del Sol. Para determinar la hora
oficial de un lugar del que conocemos la posicion del meridiano, resulta necesario
conocer el valor de la llamada ecuacion de tiempos (Eq), que proporciona la
diferencia entre el tiempo solar medio y el tiempo solar verdadero en un mismo
instante y lugar. En la siguiente tabla se proporciona el valor de la ecuacion de
tiempos (en minutos y segundos) el dia 15 de cada mes para un afio determinado
(bisiesto). En aras de una mayor simplicidad, se han numerado los dias del afio de
forma consecutiva.



a) Representa graficamente los datos tabulados.

b) Aproxima el valor de la ecuacion de tiempos el 3 de mayo (dia 124) mediante
un spline lineal. ;Cudl es el error cometido teniendo en cuenta que el valor
exacto es de -3m 8s? ;Mejora un spline cubico la aproximacion?;Cudl es el
error cometido en este caso?

c) Utiliza un spline cubico para aproximar el valor de la ecuacion de tiempos el 30
de septiembre (dia 274). ;Cual es el error cometido teniendo en cuenta que el
valor exacto es de -9m 57s?

d) Representa graficamente los splines obtenidos en los apartados anteriores.

Dia Eq Dia Eq Dia Eq

15 O9m3s | 136 | -3m42s | 259 | -4m 45s
46 | 14m 13s | 167 | Om 23s | 289 | -14m 11s
75 OmO0s | 197 | 5m 54s | 320 | -15m 25s
106 | Om5Ss | 228 | 4m29s | 350 | -4m 56s

11.9 Soluciones

Problema 1
Aproximaremos la funcion f (x) =x- cos(x3) en el intervalo [-3,3] empleando distinto
numero de puntos, en funcion de lo pedido en cada apartado:

a) En primer lugar, partimos de 6 puntos equiespaciados, ya que el polinomio
interpolador es de grado 5:

X = -3:6/5:3

y = X-cos (x.73)

X = -3.0000 -1.8000 -0.6000 0.6000 1.8000 3.0000
y = -2.7079 -2.6999 -1.5768 -0.3768 0.9001 3.2921

Reordenamos ambos vectores en torno al punto a aproximar:

xl = [0.6 -0.6 1.8 -1.8 3.0 -3.0];

vyl = [-0.3768 -1.5768 0.9001 -2.6999 3.2921 -2.7079];
Utilizaremos el vector

xg = =-3:0.05:3;

para representar graficamente el polinomio interpolador de Newton.
[vg,pl=polynew(x,vy,x1,vyl,xg,5);

plot(x,y,"'*",x9,y9)



b) Para construir el spline lineal con diez puntos equiespaciados:
x = =3:2/3:3;
y = X-cos(x.73);
n=length (x) ;
a =vy(l:n-1);% v tiene n+l componentes
b = diff(y)./diff(x);
S [b' a']l]% De mayor a menor grado

0
Il

.9241 -2.7079
.6099 -3.3239
.0655 -1.5840
.3115 -1.5403
.0000 -1.3326
.6885 -0.6660
.9345 0.4597
.6099 1.7493
.9241 1.3427

NORrEFPEREPEOONO

Para evaluar el spline, creamos el vector ps con toda la informacion relativa al
spline.

ps = mkpp(x,s);

Evaluamos el spline y representemos graficamente la aproximacion segmentaria
lineal de la funcidn, junto con la funcion a aproximar:

ys = ppval (ps, xg);

xg = =-3:0.05:3;

Y9 xg-cos (xg."3);

plot(x,y,"'*',xg9,vyg9, 'b',xg,ys,'g")
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observando como el spline lineal es una aproximacién sumamente pobre.

c) A continuacion emplearemos un spline no-nodo, utilizando los mismos puntos
que en el apartado anterior,
ps2 = spline(x,VY);
ys2 = ppval (ps2,xg) ;
plot(x,v,"*',x9,v9,xg9,ys2,"'-.")

4

3+

observando una cierta mejora en la aproximacion de la funcioén, aunque todavia
esta lejos de ser una buena aproximacion, ya que el nimero de puntos empleados
es muy pequefio en proporcion a la complejidad de la funcidn a aproximar.
d) Si evaluamos cada una de las aproximaciones en el punto x = 0.75 y calculamos el
error exacto en cada caso, obtenemos los siguientes resultados:
= en el caso de la interpolacion polinomica de grado 5:

x = =-3:6/5:3;y = x-cos(x."3);

x1l = [0.6 -0.6 1.8 -1.8 3.0 -3.0];

yl = [-0.3768 -1.5768 0.9001 -2.6999 3.2921 -2.7079];
[ya,pl=polynew(x,y,x1,y1,0.75,5)

ya = -0.2327

yex=0.75-cos (0.75"3);
errora=abs (ya-yex)
errora = 0.0704

= en el caso del spline lineal:
yvb = ppval (ps,0.75);
errorb=abs (yb-yex)



errorb = 0.1999

= para el spline no-nodo:
yc = ppval (ps2,0.75);
errorb=abs (yc-yex)
errorb = 0.1173

Concluimos de los resultados obtenidos que, aunque en general el spline cubico es la
mejor aproximacion, en el caso particular de la abscisa (.75 la mejor aproximacion la
proporciona el polinomio interpolador de grado 5.

iError! No se encuentra el origen de la referencia.
Dado que la funcion a aproximar es la misma que en el ejercicio anterior:

X -3:2/3:3;

y = X-Ccos(x.73);

n=length(x)-1; % numero de subintervalos

Calculamos los valores en los extremos de la derivada segunda de la funcién a
interpolar:

r1=9*x(1)"4*cos (x(1)"3)+6*x (1) *sin(x (1) "3)

rnl=9*x (n+l)"4*cos (x(n+1l) "3)+6*x (n+l) *sin (x (n+1)"3)

rl =
-195.7544

rnl =
-195.7544

Para obtener las restantes componentes de r resolveremos el sistema lineal definido
por la matriz:

h = diff(x);% Vector de pasos

ds = h(2:n-1)/6;% Diagonales secundarias
dl = h(l:n-1)/3;

dr h(2:n)/3;

dp = dl+dr;% Diagonal principal

M = diag(dp) + diag(ds,-1) + diag(ds,1)

M =
0.4444 0.1111 0 0 0 0 0 0
0.1111 0.4444 0.1111 0 0 0 0 0
0 0.1111 0.4444 0.1111 O 0 0 0
0 0 0.1111 0.4444 0.1111 O 0 0
0 0 0 0.1111 0.4444 0.1111 O 0
0 0 0 0 0.1111 0.4444 0.1111 O
0 0 0 0 0 0.1111 0.4444 0.1111
0 0 0 0 0 0 0.1111 0.4444
y el vector de términos independientes
e = diff(y)./h
g = diff (e)
e =
-0.9241 2.6099 0.0655 0.3115 1.0000 1.6885 1.9345

-0.6099 2.9241
g:



3.5340 -2.5443 0.2459 0.6885 0.6885 0.2459 -2.5443
3.5340

Por ultimo, ajustamos el primer y el tltimo elemento de g:
g(l) = g(l) - h(l)*rl/6;
g(n-1) = g(n-1) - h(n)*rnl/6
g =
47.0349 -2.5443 0.2459 0.6885 0.6885 0.2459 -
2.5443  47.0349

y resolvemos el sistema lineal:
r = M\g'

r:
115.0765
-36.9916

9.9910
-0.7589
-0.7589

9.9910

-36.9916
115.0765

Completamos el vector de las derivadas segundas:
r = [rl;r;rnl]
r =
-195.7544
115.0765
-36.9916
9.9910
-0.7589
-0.7589
9.9910
-36.9916
115.0765
-195.7544

Una vez obtenidas las derivadas segundas, calculamos los coeficientes de los
polinomios interpolantes.

rl = r(l:n);rr = r(2:n+1);
a=y(lmn)";

b =e'" -(rr + 2*rl).*h'/6;
c =1rl/2;

d

diff(r)./h'/6;
construimos el spline y lo representamos graficamente:

s = [d, ¢, b, al Coeficientes de los gk
ps3 = mkpp (x,s); Codificacién del spline
xg = -3:0.05:3; yg = xg-cos(xg."3);
ys3 = ppval (ps3,xg); $ Evalua el spline
plot(x,vy,"'"*',xg9,vyg9,xg,ys3,"'-.")% Grafico
s =
77.7077 -=97.8772 29.7906 -2.7079
-38.0170 57.5383 -18.8525 -3.3239
11.7456 -18.4958 7.1758 -1.5840

o
°
o
°



-2.6875 4.9955 -1.8244 -1.5403

-0.0000 -0.3794 1.2530 -1.3326

2.6875 -0.3794 0.7470 -0.6660
-11.7456 4.9955 3.8244 0.4597
38.0170 -18.4958 -5.1758 1.7493
=77.7077 57.5383 -0.8980 1.3427

-3 -2 -1 0 1 2 5

Comprobemos el error exacto de este spline en el punto x = 0.75:

y3 = ppval (ps3,0.75);

errorb=abs (y3-yex)

errorb = 0.0639

y efectivamente, el error es el menor de los cometidos con los diferentes métodos
estudiados.

Problema 3
a)Para representar graficamente los datos de la tabla, generamos los vectores x (hora) e

y (grados):
x=2:2:24;y=[8 8 7 8 14 15 16 14 13 11 10 8];

plot(x,y,"*")
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b)Construiremos un polinomio interpolador de tercer grado, reordenando ambos
vectores en torno al punto a aproximar y tomando los cuatro primeros elementos:
x1 = [8 10 6 12];
yl = [8 14 7 15];
y la aproximacion de la temperatura es:
[vb,pl=polynew (x,v,x1,v1,8.75,3)



yb =
10.2012

c)Emplearemos a continuacién un spline lineal con el mismo proposito; para ello,
utilizaremos la instruccion de MATLAB interpl, simplemente introduciendo los
vectores correspondientes a los datos de la tabla y el punto en el que queremos
obtener la aproximacion:
yc = interpl(x,y,8.75)

yc =
10.2500

d)Para emplear un spline natural, generamos una funcion que incluya los pasos llevados
a cabo en la seccion 11.4 y la ejecutamos con los vectores x e y, considerando que la
derivada de segundo orden de la temperatura es nula en los extremos. Obtendremos
la matriz s en la que se encuentran los coeficientes de los sucesivos polinomios de
tercer grado que forman el spline, junto con ps, que prepara el camino para la
evaluacion del trazador cubico en un punto o conjunto de puntos.

[s,ps] = natural(x,vy,0,0)
S:

-0.0360 0 0.1442 8.0000
0.0552 -0.2163 -0.2883 8.0000
0.1902 0.1150 -0.4908 7.0000

-0.4410 1.2562 2.2517 8.0000

0.3239 -1.3899 1.9842 14.0000
-0.2296 0.5536 0.3114 15.0000
0.2196 -0.8243 -0.2300 16.0000
-0.1489 0.4936 -0.8914 14.0000

0.1261 -0.4001 -0.7044 13.0000
-0.1056 0.3567 -0.7911 11.0000
0.0461 -0.2767 -0.6311 10.0000
ps =
form: 'pp'

breaks: [2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]
coefs: [11x4 double]
pieces: 11
order: 4
dim: 1
Evaluamos el spline mediante la instruccion ppval:
ys = ppval (ps,8.75)
ys =
10.2093

La instruccion spline de MATLAB nos permite calcular la aproximacion mediante
un spline no-nodo:

ps2 = spline(x,VY);

ys2 = ppval (ps2,8.75)

ys2 =

10.2067

e)Por tltimo, representaremos graficamente las distintas aproximaciones:
[vg,pl=polynew(x,y,x1,yl,xqg,3);
ysn = ppval (ps,x9);
ysnn = ppval (ps,xqg);
plot(x,vy,"'"*',xqg9,vyg,'r',x2,y2,'b"',xg,ysn, 'g',x2,ysnn, 'm")
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El polinomio interpolador decrece muy rdpidamente y distorsiona la grafica.
Efectuamos un zoom sobre la regiéon en la que se encuentran los puntos de
interpolacion y observamos que los resultados obtenidos por los splines natural y no-
nodo se superponen, pudiendo considerarse ambos la mejor aproximacion.
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Spline Lineal

>> X = 0:pi/3:2*pi;

>>y = sin(x);

>>n = length(x) - 1,
>>a=y(ln);

>> p = diff(y)./diff(x);
>>s=[b"a];

>> ps = mkpp(X,s);
>>

>> Oplagrafica

>>

>> xg = linspace(0,2* pi);

>>yg = sin(xg);
>>ys = ppval(ps,xg);
>>plot (X, y, ™', Xd, yg, Xg, ¥9);

Spline Cubico
Natural

>> %Spline natural para el seno , sabiendo las derivadas segudnas en |0s extremos
>>

>> X = -2%pi:pi/3:2* pi;

>>y = sin(x);

>> xg = linspace(-2* pi,2* pi);

>>yg = sin(xg);

>> [ps,s]=natural(x,y,0,0)

pPS=

form: 'pp'
breaks: [1x13 doubl €]
coefs: [12x4 doubl €]
pieces: 12

order: 4

dm: 1
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-0.0754 0 0.9097 0.0000
-0.0000 -0.2369 0.2481 0.8660
0.0754 -0.2369 -0.6616 0.8660
0.0754 -0.0000 -0.9097 -0.0000
-0.0000 0.2369 -0.2481 -0.8660
-0.0754 0.2369 0.6616 -0.8660
-0.0754 0 0.9097 0
-0.0000 -0.2369 0.2481 0.8660
0.0754 -0.2369 -0.6616 0.8660
0.0754 0.0000 -0.9097 0.0000
-0.0000 0.2369 -0.2481 -0.8660
-0.0754 0.2369 0.6616 -0.8660

>>ys = ppval(ps,xg);

>>plot (X, y, ™', Xg, yg, X, ¥s);
%xg, yg es lafuncion original
% xg, ys es lafuncion obtenida

%A proximar cualquier dato

>> x = 1:10;

>>y =rand(10,1);

>> [ps,s]=natural (x,y,0,0);
>> xg = linspace(1,10);
>>ys = ppval(ps, xg);

>> plot (X, y, ™', Xg, ys);

Otras posibles condiciones de derivadas segundas en | os extremos
dan lugar a otros splines.

%SPLINE de MATLAB

>> ps = spline(x,y);
>>ysm = ppval (ps,xg);
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>> plot (xg, y9);
>> plot (X, y, ™', Xg, ¥9);

difiere de la nuestra solo en los extremos
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12. La funcién f(x) =0

El problema inverso al de evaluar una funciéon en un punto consiste en hallar un punto
en el que la funcion tome un valor determinado. Normalmente, el problema inverso es
mas dificil, porque no disponemos de una expresion sencilla de la funcién inversa.
Por ejemplo, hallar el volumen de un cubo conociendo la arista es facil, mientras que
para obtener la arista a partir del volumen, necesitamos una calculadora capaz de extraer
raices cubicas.
Matematicamente, estos problemas se plantean como la resolucion de una ecuacion de
la forma

f(x)=0
donde f'es una funcién continua conocida y x es la incognita a obtener, con la condicién
de que verifique la ecuacion dada.
Es posible obtener una idea aproximada de la solucion empleando técnicas graficas, que
desarrollamos en la primera seccion, aunque en este caso ni siquiera puede hablarse de
precision en los calculos, ya que no hay tales.

Dispuestos a obtener una solucion precisa de la ecuacion f (x) =0, nos planteamos el

dilema entre resolucion analitica (limitada s6lo a algunos casos en los que se puede
despejar la variable independiente, o la funcién f pertenece a una clase de funciones
determinada) o numérica, en cuyo caso recurrimos a un méetodo iterativo. La idea es una
formalizacion del proceso de tanteo, en el que vamos probando valores de x cada vez
mas proximos a la solucion, que hagan cada vez mas pequeio el valor de f{x).

En este capitulo resolvemos de forma aproximada ecuaciones no lineales de una
variable empleando para ello diferentes métodos iterativos: distinguiremos en primer
lugar aquellos que utilizan el teorema de Bolzano, aprovechando el cambio de signo de
la funcidn f antes y después de la raiz. Llamaremos a éstos métodos de intervalos, y
concretamente estudiaremos los métodos de Biseccion y Regula Falsi. Completaremos
el estudio de los métodos elementales de resolucion de ecuaciones de una variable en la
siguiente seccion, con los llamados métodos abiertos, entre los que destacan los
métodos de Punto Fijo, Newton y de la Secante.

Recordemos que para resolver una ecuacion por un método iterativo hemos de:

1. Obtener una estimacion inicial x; de la solucién. En ella se resume la
informacion previa de que disponemos. En la siguiente seccion aprenderemos a
deducir la informacion necesaria de la representacion grafica de la funcidon cuyo
cero estamos buscando.

2. Refinar iterativamente la aproximacion, obteniendo valores x;, x3, X4, ..., que
converjan a la solucion x .

3. Establecer un criterio de parada.

Respecto a éste ultimo punto, dependiendo del método numérico utilizado, exigiremos
que las iteraciones varien poco o que la ecuacion se satisfaga con aproximacion
suficiente. Para determinar el error de la aproximacion xx, deberiamos calcular la
diferencia, en valor absoluto, entre aproximacion y solucion exacta:

;
5=~
. .y * , .
Sin embargo, desconocemos el valor de la solucion exacta x , asi que consideramos
|xk - xk—l|



como estimacion del error. Si esta cantidad es suficientemente pequefia (menor que un
argumento de entrada al que siempre llamaremos to/), detenemos el algoritmo
suponiendo que hemos alcanzado la precision requerida. Tendremos en cuenta que si el
método converge lentamente, estamos subestimando el error; al contrario, si converge
rapidamente, el error serd seguramente inferior a zo/.

A veces, no interesa tanto la determinacion precisa de la solucion, como que el valor de
la funcién sea pequeno. En este caso, el criterio de parada sera

‘f(xk)‘<tol

Conviene también limitar el nimero maximo de iteraciones, en prevision de que el
algoritmo diverja, oscile indefinidamente o converja muy lentamente. Llamaremos
maxiter al maximo nimero de pasos que permitimos realizar a un algoritmo iterativo. Si
este nimero se supera, detenemos las iteraciones aunque no se haya alcanzado la
convergencia y emitimos un mensaje de advertencia.

Algunos de estos métodos que mostraremos en este capitulo y el siguiente pueden

generalizarse para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, f (x):O, con las

modificaciones que implica el que f sea una funcién vectorial de varias variables; ello,
sin embargo, forma parte del contenido de asignaturas de cursos posteriores.

12.1 Método grafico

El mas simple de los métodos (aunque no el mds preciso) para obtener una
aproximacion a la raiz de una ecuacion no lineal f (x) =0 consiste, en primer lugar, en

obtener una representacion grafica de la curva y = f (x) para, posteriormente, observar

donde cruza dicha curva el eje de abscisas. Ese valor en el que se anula la funcion f (x)

es la aproximacion que buscamos.
Comenzaremos con un problema clasico: calcular cuél debe ser la arista de un cubo para

duplicar su volumen. Buscamos la solucion a la ecuacién no lineal f(x)=x"-2=0.

La representacion grafica de la curva y = f (x) =x"—2 la obtenemos ejecutando las

expresiones:
x=0:.1:2;
y=x."3-2;
plot(x,v)
Partiendo de la representacion grafica podemos deducir que la curva corta el eje de
abscisas aproximadamente en el punto (1.25,0). Para confirmar esta estimacion basta

sustituirla en la ecuacion:
y=1.25%3-2

Para obtener mayor precision, podemos emplear el comando ginput de MATLAB para
obtener un resultado més preciso, marcando con el ratdon sobre la grafica el punto cuyas

coordenadas queremos averiguar.
[X,Y]=ginput (1)

No es practico, sin embargo, tratar de obtener una solucion a una determinada ecuacion
no lineal empleando exclusivamente métodos graficos, ya que ésta no podria obtenerse
con toda la precision deseada. No obstante, si es posible obtener aproximaciones de la
raiz, que se pueden utilizar a su vez como aproximaciones iniciales en los métodos
numéricos que desarrollaremos en este capitulo y el siguiente.



Ademas, la representacion grafica ayuda en la comprension de los resultados obtenidos
mediante métodos numéricos e incluso permite detectar errores en los mismos.

Suponiendo que f (x) es una funcion continua, en las siguientes graficas observamos

diferentes casos en los que la raiz que buscamos esta (o no) en el intervalo definido por
dos valores de la variable x, x; y x,:

(@) f(x)-f(x,)>0, es decir, ambas imagenes tienen el mismo signo y no existe
ninguna raiz en el intervalo [)c1 , xz] ;
(b) f(x)-f(x,)<0, por lo que el teorema de Bolzano nos permite afirmar que

existe una raiz (o un numero impar de ellas) en el intervalo [xl,xz] ; en este caso,

la raiz es unica.
(¢) f(x)-f(x,)>0, nuevamente ambas imagenes tienen el mismo signo; sin

embargo, si existen raices en el intervalo [xl, xz] , €n nimero par;
(d) f(x)-f(x,)<0 por lo que, aplicando de nuevo el teorema de Bolzano,

afirmamos que existe un numero impar de raices en el intervalo [x],xz] ,
concretamente tres.
(a)

1.5

0.04 002
- 0.02 - of
0 002}
oml— ' ' SEEES S S —
06 04 02 0 06 04 02 0 02
K kA

Las funciones discontinuas y aquellas que son tangenciales al eje x son excepciones a
los casos anteriormente expuestos: observamos en la siguiente figura la representacion

grafica de la funcién y :(x—2)2 (x—4). Notemos que x = 2 es una raiz miltiple (de

multiplicidad 2) y en este caso, la curva es tangente al eje de abscisas. Asi, una mala
eleccion del intervalo (por ejemplo [1.5,2.5]) podria hacernos pensar que no hay raices
que encontrar cuando en realidad hay una raiz doble. Sin embargo, un intervalo mas
amplio en el que la funcidén cambie de signo puede permitirnos encontrar todas los ceros
de la funcion.



y = fix) tangente al gje x

12.2 Métodos de intervalos

En esta seccion trataremos aquellos métodos que aprovechan el cambio de signo de la
funcién en el entorno de una raiz. Asi, partiendo de dos valores proporcionados
inicialmente, dichos métodos tratan de reducir el tamafio del intervalo que encierra a la
raiz buscada, hasta converger a ésta con la suficiente precision.

12.2.1 Método de la biseccion
El método de biseccion garantiza la convergencia a la raiz de una ecuacion f(x)=0,

partiendo de un intervalo en cuyos extremos la funcidén continua f'toma signos distintos.
Como ya hemos observado anteriormente, el llamado Teorema de Bolzano afirma que si
una funcidn continua cambia de signo en un intervalo, ésta se anula en algun punto del
mismo. La biseccion es un proceso sistematico para buscar ese punto: tras comprobar si
la funcion cambia de signo en un intervalo concreto, se evalua el valor de la funcién en
el punto medio, que es una nueva estimacion de la raiz. Si ain no tenemos la precision
deseada, se divide el intervalo por la mitad y se comprueba en cual de ellas se encuentra
la raiz, es decir, se comprueba en qué subintervalo cambia de signo la funcion. El
proceso se repite y la aproximacién a la raiz mejora cada vez mas a medida que los
subintervalos se dividen por la mitad.

Podemos resumir el método en los siguientes pasos:

3.Partimos de un intervalo inicial [a,b] en el que suponemos esta la raiz. Esto se puede
verificar comprobando que f'(a)- /' (b)<0

a+b

4.Determinamos la primera aproximacion a la raiz como ¢ =

5.Realizamos las siguientes comprobaciones:

a) Si f(a)-f(c)<0, entonces la raiz se encuentra en el intervalo [a,c]. Asi,
consideramos b = ¢ y continuamos en el punto (2) para determinar una nueva
aproximacion de la raiz.

b) Si f(c)-f(b)<0, entonces la raiz esta en el intervalo [c,b]. Asi, consideramos

a = ¢ y continuamos en el punto (2) para determinar una nueva aproximacion
de la raiz.



6.Si f(c)-f(p)=0 (6 f(c)-f(a)=0),laraiz es igual a ¢ y termina el proceso.

Consideraremos como cota del error cometido en la aproximacion de la raiz la amplitud
del ultimo subintervalo considerado, siendo el centro de éste nuestra aproximacion a la
solucion. Ademads, tras un proceso de n iteraciones, puede demostrarse que el error
cometido esta acotado por el cociente:

Error <

donde a y b son los extremos iniciales del intervalo en el que encontramos la solucion.
Por otra parte, como criterio de parada en el algoritmo de biseccion, consideraremos la
amplitud del intervalo actual en cada iteracion (también podriamos utilizar

incr = ‘ f (c)‘ < tol ), ya que se puede probar que ésta tiende a cero.

Ejemplo 1

Resolveremos a continuacion el problema del célculo de la arista de un cubo para
duplicar su volumen, descrito por la ecuaciéon f (x):x3—2:0 . Comprobamos

visualmente que en intervalo [1,2] podemos encontrar una raiz y evaluamos la funcion
f (x) = x> —2 en los extremos del intervalo:

a=1;

fa=a"3-2;

b=2;

fb=b"3-2;

calculamos el punto medio del intervalo y evaluamos en ¢l la funcion:

c =(atb)/2;

fc=c"3-2;

a continuacioén, comprobamos en cual de los subintervalos [a,c] y [¢,b] se encuantra la
raiz y nos centramos en ¢€l:

if fa*fc<0 $elige [a,c]
b=c;
fb=fc;

end

if fc*fb<0 %elige [c,Db]
a=c;
fa=fc;

end

Comprobamos si la amplitud del nuevo intervalo [a,b] es tan pequefia como para
considerar que su punto medio es una buena aproximacion de la raiz. Si es asi, hemos
alcanzado el objetivo que nos habiamos propuesto. En caso contrario, calcularemos de
nuevo el punto medio de [a,b] y repetiremos el proceso previo. En el caso del célculo de
la arista del cubo, si exigimos una tolerancia de 10 , son necesarias 20 iteraciones para
alcanzar la solucion aproximada, x = 1.259921. Ademads, dado que conocemos la

solucion exacta, podemos calcular el error exacto cometido en este caso:
error=abs (x-2"(1/3))

Si estudiamos la tasa de convergencia lineal, obtenemos en todas las iteraciones el valor
0.5, lo que resulta l6gico si pensamos en que asociamos la estimacion del error a la
amplitud del intervalo actual, que se divide por la mitad en cada paso. Asi, podemos
afirmar que la velocidad de convergencia del método de biseccion es siempre lineal, de
tasa 0.5.



La ventaja del algoritmo de biseccion es que siempre converge, supuesto que partimos
de un intervalo que contiene a la raiz. Sin embargo, la convergencia es muy lenta y
puede darse el caso de que el punto medio calculado en un paso esté mas alejado de la
raiz que el del paso anterior.

Ejercicio

Implementa en MATLAB el método de biseccion, de manera que, dados el intervalo
inicial, la tolerancia y el niimero maximo de iteraciones, proporcione la solucién
aproximada al problema, la estimacion del error y el numero de iteraciones empleado.

Ejemplo 2

Para jugar al billar en una mesa circular hemos de
golpear la bola Q de la figura con la bola P, tras un
impacto I en la banda. Conocido el radio R de la mesa y
las posiciones en coordenadas cartesianas (cuyo origen es

el centro de la mesa) de los puntos Py Q, (x,,7,) y

(xQ, yQ), el punto de impacto viene definido por el : x

angulo central 6. R

Tras un andlisis geométrico del problema, se prueba que
los valores de 6 que proporcionan los puntos de impacto
posibles son los ceros de la funcion:

7(0)= Xpsin@—y,cosf N xp8in6 -y, cosd
\/(Rcosﬁ—xp)z +(Rsin9—yp)2 \/(Rcos@—xg)2 +(Rsin¢9—yQ)2

Consideraremos un billar de radio unidad, P =(O.6,0) y 0= (—0.6,0). Si estudiamos

graficamente los ceros de la funcién podremos proporcionarle al método de biseccion
un intervalo inicial razonable:

t = 0:.1:2*pi;

P = [0.6,0];0 = [-0.6,01;
y1=(P (1) *sin (t)-P(2) *cos (t));
denl=sqgrt((cos(t)-P(1)) ."2+(sin(t)-P(2))."2);
yl=y1l./denl;

y2=(Q (1) *sin(t)-Q(2) *cos (t));

den2=sqgrt ((cos (t) -0 (1)) . "2+ (sin(t)-0Q(2)) ."2);
y2=y2./den2;

y=yl+y2;

plot(t,y),grid on
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Podemos deducir que una de las raices buscadas esta en el intervalo [1,2], por lo que
aplicamos el método de biseccion con este intervalo de partida, tolerancia 10 y 100

iteraciones como maximo a la funcion f (6? ) , almacenada en el fichero billar.m:
[sol,iter]=bisec('billar',1,2,1e-4,100)

sol = 1.5707
iter = 14

Observamos en la figura anterior que una solucion exacta de la ecuacidén es
/4 . o,
0= 7 =90°, por lo que podemos calcular el error cometido en nuestra aproximacion:

error=abs (sol-pi/2)

Podemos observar en la siguiente tabla las sucesivas aproximaciones con distintas
aproximaciones iniciales, el nimero de iteraciones necesario y el error exacto cometido
en las mismas.

k | xx (rad.) | xi (grad.) | Error ex.
1 ]11.5000 [85.9437 14.0563
2 11.7500 ]100.2676 110.2676
3 ]1.6250 [93.1056 ]3.1056
4 11.5625 ]89.5247 10.4753
5 ]1.5938 |91.3151 |1.3151
6 ]1.5781 ]90.4199 ]0.4199
7 11.5703 |[89.9723 10.0277
8 [1.5742 190.1961 ]0.1961
9 ]1.5723 190.0842 ]0.0842
1011.5713 [90.0282 ]0.0282
11]1.5708 [90.0003 ]0.0003
1211.5706 [89.9863 ]0.0137
13]11.5707 [89.9933 ]0.0067
14]11.5707 [89.9968 ]0.0032

Notemos que para alcanzar esta solucion la primera aproximacioén es especialmente
buena, ¢ = 1.5, pero el siguiente iterado es 1.75, que evidentemente es una aproximacion
bastante peor que la anterior. Esto sucede también al acercarnos a la solucion exacta:
observamos como la aproximacion proporcionada por el iterado x;, es bastante mejor
que la siguiente, aunque finalmente obtengamos la precision requerida. Estudiaremos



otros métodos que nos permitiran evitar estas desviaciones sistematicas, resultado de
considerar el punto medio del intervalo como iterado, independientemente del valor que
tome la funcion en ese punto. Generalmente, el método de biseccion se utiliza en
combinacion con otros métodos mas rapidos, bien para proporcionar una estimacion
inicial suficientemente proxima a la raiz, bien para evitar la divergencia en cualquier
paso intermedio.

12.2.2 Método de Regula-Falsi
Nos planteamos a continuacién una variante en la que, en lugar de tomar el punto

medio, se considera el punto (c,0) en el que la recta que pasa por los puntos (a, f (a)) y

(b, f (b)) cortan el eje de abscisas. Para averiguar el valor de ¢, igualaremos dos
formulas que nos proporcionan la pendiente de esa recta:
_ S~ f@)

b—a

que se obtiene al usar los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)), y también
_ 0 f{@)

c—a

Igualando ambas pendientes obtenemos la expresion

c=a ) / -1t

que divide el intervalo en partes proporcionales al Valor de la funcion en los extremos.

Una vez calculado el punto c, se elige el subintervalo [a,c], o [¢,b] en el que la funcién
cambia de signo. Este se denomina método de Régula Falsi: aunque el método
generalmente converge con menos iteraciones que el de biseccion, presenta el
inconveniente de que la longitud del intervalo puede no tender a cero, por lo que

estimaremos la precision mediante incr = ‘ f (c)‘ <tol,y de este modo medimos cuan

cerca esta ¢ de ser solucion de la ecuacion f (x) =0. Por otra parte, obtendremos la

diferencia entre dos iterados consecutivos, lo que nos permitira calcular la velocidad de
convergencia.

El algoritmo del método de regula falsi difiere del de biseccion tinicamente en el calculo
del nuevo extremo del intervalo, en el que se utiliza la expresion

¢ = a- s 1010

junto con la forma en que se estima la precision alcanzada por el método.
Ejercicio
Implementa en MATLAB el método de Regula Falsi, de manera que, dados el intervalo

inicial, la tolerancia y el niumero méximo de iteraciones, proporcione la solucion
aproximada al problema, la estimacion del error y el numero de iteraciones empleado.

Ejemplo 3
Si aplicamos el método de Régula Falsi a la ecuacién del ejemplo 1, f(x)=x’-2=0.

con un itervalo inicial a = 1, b = 2, tolerancia 10® y un maximo de 50 iteraciones,
[sol,iter]=regula('cubica',1,2,1e-6,50)
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obtenemos una solucion suficientemente precisa, sol = 1.25992096146283, en 17
iteraciones, con una velocidad de convergencia lineal, pero ligeramente mas rapida que
utilizando el método de biseccion. En este caso, la tasa de convergencia es de 0.41,
aproximadamente.

Ejemplo 4

En el ejemplo del al billar circular de radio unidad, con las posiciones de las bolas
P=(0.6,0) y OQ=(-0.6,0) y la misma tolerancia, obtenemos el resultado deseado,

sol = 1.5708 = 90.0000°, en tan solo tres iteraciones, siendo en este caso la velocidad de
convergencia superlineal (tasa de convergencia lineal practicamente nula, 0.0345) y el
error exacto, 2.9 107,

[sol,iter]=regula('billar',1,2,1e-4,50)

error=abs (sol-pi/2)

Aunque el método de Regula Falsi proporciona mejores resultados que el de Biseccion
en los ejemplos tratados, no es correcto generalizar esa conclusion, como se deduce del
siguiente ejemplo:

Ejemplo 5
Aplicando sobre la funcion f (x):xlo—l los métodos anteriores, partiendo del

intervalo [0,1.5], con tolerancia 10 y un méaximo de 500 iteraciones, observamos que el
método de regula falsi converge con mucha mas lentitud que el de biseccion a la raiz
multiple (de multiplicidad 10) x = 1.

[sol,iter]=bisec(0,1.5,1e-6,500)

sol = 0.99999976158142

iter = 21

[sol,iter]=regula(0,1.5,1e-6,500)
sol = 0.99998978416958
iter = 158

Mas adelante describiremos métodos cuya velocidad de convergencia es, bajo
determinadas condiciones, mas rapida que la de tipo lineal o superlineal que presentan
los anteriores.



12.3Métodos abiertos

En los métodos de intervalo descritos en la seccidon anterior partimos siempre de dos
valores (los extremos del intervalo) que encierran a la raiz, de manera que convergen a
ella con mayor o menor velocidad. A continuacién describiremos métodos que,
partiendo de una (métodos de Punto Fijo y Newton) o dos aproximaciones (método de
la secante), la aproximan con la precision deseada. Estos métodos pueden converger o
no a la soluciéon buscada pero, cuando convergen, lo hacen generalmente con mayor
velocidad que los métodos de intervalos.

12.3.1 Método de Punto Fijo
Comenzaremos definiendo un punto fijo de una funcion g(x) como un numero real p

que verifica: g( p): p . Geométricamente, los puntos fijos de una funciéon son los
puntos de corte de la funcion y = g(x) conlarecta y=x.
La clave del método de punto fijo es transformar la ecuacion f (x):O en otra

equivalente de punto fijo, g(x)=x y construir una sucesion de iterados

X0 :g(xk) k=12,...
a partir de una estimacion inicial x; de la solucion.
Si la sucesion {xx} converge y la funcion de iteracion g es continua, entonces el limite
es punto fijo de gy, por la equivalencia, solucion de la ecuacion f (x) =0.

Usaremos el ejemplo del céalculo de la arista de un cubo para duplicar su volumen,
f (x) = x> =2 =0 para ilustrar los pasos del método de punto fijo: en primer lugar hay

que despejar una x de la ecuaciéon x’ —2 =0, dejandola en funcion de otras x (si las

j , ucion). uaci
despejamos todas, ya tenemos la solucion). En este caso obtenemos dos ecuaciones de
punto fijo equivalentes a la inicial.

x=2/x" obien x=+2/x

A continuacion sustituimos la x del segundo miembro por una estimacion inicial de la
solucion y tomamos el resultado como nuevo valor de x. Este proceso se repite hasta
que x se estabiliza o bien al comprobar que los valores de x divergen u oscilan mucho.
Para elegir una buena estimacion inicial, representamos graficamente la funcion de
punto fijo y buscamos su interseccion con la bisectriz del primer cuadrante.




Partiremos de la estimacion inicial de la solucion x = 1, deducida graficamente:

x=1; % Estimacidén inicial
y evaluamos repetidas veces la funcion de punto fijo:
xX=2/%"2 % Ecuacidén equivalente
iteracion sol. aprox.
1 1
2 2
3 0.5
4 8
5 0.03125

Observamos que no converge. Repetimos ahora el proceso iterando con la funcion de
punto fijo x=~+/2/x:

x=1; % Estimacidén inicial
x=sqrt (2/x) % Otra ecuacidn equivalente
iteracion sol. aprox.
1 1.41421356237310
2 1.18920711500272
3 1.29683955465101
4 1.24185781207348

Observamos como los iterados se estabilizan rdpidamente, aproximandose a la solucién

x=32.
Para mejorar el experimento almacenamos en un vector las diez primeras
aproximaciones, calculadas mediante un bucle for.

k=1; x(k)=2; % Estimacidén inicial

for k=1:10

x(k+1)= sqgrt(2/x(k)); k=k+1; % Iteraciones
end

siendo la ultima estimacion obtenida:

X (end)

ans = 1.26048973986985

y el error exacto cometido:

error=abs (x(10)=-2"(1/3))

error = 0.00113661034516

Finalmente, para observar la evolucion de las componentes de x, representaremos las
diez primeras iteraciones con

plot (x,'*")
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Para estudiar la velocidad de convergencia, analizamos la tasa de convergencia lineal a
partir de los diez iterados calculados:

e = abs(diff(x)); % ek = |xk+1 - xk|
n = length(e);
r = e(2:n)./e(l:n-1) % rk = ek+l/ek

Observamos que las componentes de r se estabilizan entorno a 1/2, por lo que la
convergencia es lineal de razén 1/2. Podemos llegar también a esta conclusion
representando graficamente el vector 7.

plot (r)

Demostraremos que la convergencia del método de punto fijo depende del valor de la
derivada de la funcion de iteracion. De hecho, de la eleccién adecuada de la funcion de
punto fijo depende, no so6lo la velocidad de convergencia, sino la misma convergencia
del método.

Ejemplo 6

En la resolucién de la ecuacion f(x)=x’—2=0 mediante la busqueda de un punto fijo
de la ecuacion x=+/2/x, se comprueba que ‘ g'(x* )‘ :%, siendo x" el punto fijo de

g(x):\/2/x. No es casual que el valor de la derivada coincida con la razoén de

convergencia: si escribimos las componentes de » como cocientes incrementales de g en
valor absoluto,

(|x3_x2| e, x| s x| J
r= -

b 2
|x2 —x1| |x3 —x2| |x4 - X,

-

geee

%g(xz)—g(xl)l g(x)-g(x) [gn)-g(x)

X, — X, X, — X, X, — X,

observamos como, para una funcion de punto fijo continuamente derivable,

lim7, = lim 8(x) =8 () —g'(x")

k—o k—o ka — xk

. . *
siendo limx, =x .

k—o0
Para programar el método de punto fijo en MATLAB, crearemos un fichero de funcion
que, partiendo de una estimacion inicial, x;, construya una sucesion de iterados (en



realidad, un vector finito) de la funcion g, que a su vez estara en otro fichero de funcion,
hasta detectar si hay convergencia o no. Se establecerd como criterio de parada la
diferencia, en valor absoluto, entre dos estimaciones sucesivas de la solucion. Partiendo
de estas diferencias, resultard sencillo calcular posteriormente la tasa de convergencia,
tanto lineal como cuadratica.

Ejemplo 7
Comprobaremos el funcionamiento de nuestro algoritmo para encontrar la solucion de
la ecuacion f (x) =x’—2=0 empleando la ecuacién de punto fijo x=+2/x que

almacenamos en el fichero de funcién "pf cubica.m":
[sol, incr, it] = pfijo('pf cubica',1,1le-6,50)

La solucion obtenida es 1.25992077227690, con precision estimada de
8.328540990198974 107, Hemos necesitado 20 iteraciones (sin contar la estimacion
inicial). El trabajo de estos algoritmos suele medirse por las veces que evaluan la
funcidn, que han sido 20.

Ejercicio

Modifica tu funciéon pfijo para que dé como argumento de salida, x, el vector de
iterados. Observa la convergencia con plot (x).

Ejercicio

Pon en pf_cubica2.m la funcion de punto fijo x=2/x’y ejecuta pfijo con un maximo de
6 iteraciones. Observa graficamente la divergencia.

Ejemplo 8

(2
Comprobemos que la funcion de punto fijo g(x) = 5(—2 + 2x} resuelve el problema del
X

cubo y converge cuadraticamente: al ejecutar el método de punto fijo sobre la funcion

(2
pf cubica3.m en que almacenamos g(x) = 5(—2 + 2xj (se puede probar facilmente que
X

esta funcion de punto fijo es equivalente a la funcidn original).

[sol, incr, it] = pfijo('pf cubica3',1,1le-6,50)
sol = 1.25992104989487
incr = 1.228965818000916e-010

it = 5
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Observamos que encuentra la solucién del problema con una precision muy elevada y
una rapidez mucho mayor de lo esperado: en tan s6lo 5 iteraciones. Si estudiamos la
velocidad de convergencia a través de la representacion grafica de su tasa de
convergencia (lineal y cuadrética), notamos que, con esta funciéon de punto fijo, dicha
velocidad es cuadratica, ya que la tasa de convergencia cuadratica tiende a 0.8,
aproximadamente.

12.3.1.1 Convergencia del método de Punto Fijo

Deducimos de los resultados obtenidos hasta el momento que la eleccion de la funcién
de punto fijo es importante a la hora de resolver una ecuacion no lineal por este método,
no so6lo para su convergencia, sino también para acelerar la velocidad a la que ésta se
produce. El siguiente resultado es la clave del proceso:

Sea g :[a,b] > R continuamente derivable tal que g(x)e[a,b]para todo x e[a,b].
Ademas, supongamos que |g'(x)|< K <1 para todo x €]a,b[ .

Entonces, la iteracién de punto fijo
xa=g(x) k=L2,.

converge al tnico punto fijo x* para cualquier punto de partida x, € [a,b] .

Esbozamos a continuacion la demostracion de este resultado: aplicando el Teorema del
Valor Medio a la funcién g en el intervalo [x;, x*], se obtiene que

g(x)-g(x)=g"(&)(x—x)



para cierto &; del intervalo ]x;, x*[. Por definicion de las iteraciones y por ser x* punto
fijo,

g(xl)_g(X*) =X —x = g'(é:l)(xl _X*)
Tomando valor absoluto y usando la acotacion de la derivada tenemos
‘xz —x*‘ = ‘g'(fl)Hxl —x*‘ < K‘x1 —x*‘
Aplicamos de nuevo el TVM al intervalo [x», x*] y obtenemos
‘x3 —x*‘ = ‘g'(fz)HxZ —x*‘ < K‘x2 —x*‘
Teniendo en cuenta la desigualdad anterior
‘x3 —x*‘ < K‘x2 —x*‘ <K’ ‘xl -x

Repitiendo este proceso, paran =4, 5, ... probamos que
* n-1 *
‘xn—x‘<K ‘xl—x‘

Alser K <1, K" tiende a 0 y, por tanto, x, tiende a x*, como queriamos demostrar.

Ademas, ya hemos demostrado que la convergencia de los iterados de punto fijo es, al
menos, lineal de razdn |g'(x+)|, por la hipdtesis de continuidad de la derivada. Sin

embargo, si g'(x*) =0, se demuestra andlogamente, utilizando el desarrollo de Taylor

de orden 2, que las iteraciones convergen cuadraticamente. Este es el caso de la funcion
: : ) 1(2 :
de punto fijo en el ejemplo anterior, g(x) = g(—z + 2xj , para la que la convergencia del
X

método era cuadratica ya que, en este caso, g '(3/5 )=0.
Como regla practica podemos decir que:

e Si ‘ g'(x*)‘ >1 los iterados no convergen a x*.
e Si ‘ g '(x* )‘ <1 los iterados convergen linealmente a x*,

o Si ‘ g '(x )‘ =0 los iterados convergen cuadraticamente a x*.

Hemos visto que los casos anteriores corresponden a las funciones de punto fijo

1( 2
g(x)= % , g(x)= \/Z y g(x)= 5(—2+ 2x} , respectivamente, para el ejemplo del
x x x

calculo de la raiz cubica de 2.

12.3.1.2 Interpretacion grafica de la iteracion de Punto Fijo
Sabemos que si la derivada de la funcion de punto fijo verifica la desigualdad:

‘ g '(x* )‘ <1
los iterados convergen linealmente a x*. Sin embargo, dado que x* es un punto fijo de la
funcion g, las curvas y=g(x) e y=x se cortan en el punto (x*,x*) . Si hay
convergencia, la iteracion puede ser de dos tipos: monétona y oscilante.
e Sil0<g '(x*) <1 los iterados forman una sucesion monotona que converge a x*.
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e Si—-I<g '(x* ) <0, los iterados toman valores alternativamente mayores y menores

que el punto fijo x*, aunque cada vez mas proximos a éste.

25 . . . . . . : . .
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12.3.2 Método de Newton

Los métodos iterativos para resolver la ecuacion f{x) = 0 vistos en hasta el momento
presentan convergencia lineal, salvo un caso especial del método de punto fijo, en el que
la derivada de la funcion de iteracion g(x) se anula en la solucion.

El método de Newton usa la derivada para aproximar la funcién por la tangente a su
grafica. Interpretando el método de Newton como caso especial de punto fijo, es facil
justificar que presenta convergencia cuadratica, pues la derivada de la funcion de
iteracion se anula en la raiz de f{x) = 0.

La idea del método de Newton-Raphson para resolver la ecuacion f{x) = 0 es aproximar
localmente la funciéon f por una funcion lineal / y resolver la ecuacion /(x) = O.
Tomamos esta solucion como nueva estimacion de la raiz de f{x) y repetimos el proceso
hasta obtener la precision deseada.
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Sea x; la estimacion inicial de la solucion. El método de Newton halla la tangente a la
grafica de f'en el punto (x;,f(x;)) y toma la interseccion x; de la tangente con el eje OX
como nueva estimacion de la solucion.
La ecuacion de la recta tangente es
y=f(x)+f"(x)(x-x)
y la interseccion con el eje OX se obtiene haciendo y =0
f(x)
/(%)

X, =EX=X—

siempre que la derivada /"' no se anule en x;.
Tomamos x; como nueva estimacion de la raiz y repetimos el proceso para obtener una
nueva estimacion:

X3 =X, _@
f'(x,)
Procediendo iterativamente, en el paso £ + 1 determinamos
f(x
X =X — ,( k)
f(x)
La funcion g(x) definida por la relacion
/(%)
glx)=x—-—-+%

recibe el nombre de funcion de iteracion de Newton-Raphson. Puesto que buscamos el
* .« .« .
punto x* tal que f (x ): 0, observemos que la solucion de nuestra ecuacion verifica

g(x*):x* (si f '(x*):&O) y, por tanto, es punto fijo de la funcién de iteracion.

Notemos que la derivada de la funcion de iteracion se anula en x*,
gv(x*)z f(x')]: ()zc ) =0
(r())



En estas condiciones, el método de punto fijo converge cuadraticamente. En efecto, si
estudiamos el error cometido en la iteracion 4:
* *
ey =X —Xx =g(x)—g(x)

y desarrollando g(xi) en torno a x* por la formula de Taylor, tenemos:

’ * * 1 " *
€ =& (x )(x, —x )+Eg (17 )(x, —x )2
_l H( )e2
2éf e e

Suponiendo que la derivada segunda de g es aproximadamente constante, deducimos
que el error cometido en la iteracion k es proporcional al cuadrado del error cometido en
la iteracion anterior. En la practica, esto supone que el nimero de cifras decimales
exactas se duplica cada cierto nimero de iteraciones.

Ejemplo 9

Jugaremos de nuevo al billar en una mesa circular de radio unidad: hemos de golpear la
bola Q de coordenadas (—0.6,0) con la bola P =(0.6,0), tras un impacto I en la banda.

Sabemos que los ceros de la funcion:
0.6sin @ —0.6sin 8
/(0)=

+
\/(cosﬁ —0.6)2 +sin’ @ \/(cose + 0.6)2 +sin’ @

nos proporcionan la posiciéon del punto de impacto. Para resolver este problema
mediante el método de Newton, hemos de calcular la derivada de la funcion f, que
incluimos, junto con la funcion, en nw_billar.m:

x=1; k=0; % Estimacidén inicial; paso

xx=x; yy=0;% Datos para la gréafica

k=k+1;% Paso k

[y,dyl=nw billar(x(k));% Valor de la funcidén y de su derivada
xx=[xx x(k)]; % Datos para la grafica

vyy=[yy v1;

delta = -y/dy %diferencia entre dos estimaciones consecutivas
x(k+1l) = x(k)+ delta%$ Iteracidn de Newton

xx=[xx x(k+1)]1; yy=[yy 0];

Repitiendo varias veces desde la linea del paso k y dibujando el resultado con

xa=min (xx); xb=max (xXx) ;

xg=linspace (xa, xb); yg=xg.”"3-a;

plot (xg,vyg, xx,vyy, 'o',xx,vyy,, [xa xb], [0 0],'r")

obtenemos la siguiente grafica, en la que se muestra grafica el proceso de convergencia
del método de Newton.
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Asi, el algoritmo del método de Newton es muy similar al de punto fijo; la diferencia
estriba fundamentalmente en la expresion iterativa inherente al método y en que ésta
necesita evaluar, no sélo la funcion f, sino también su derivada, en cada iterado:

Como criterio de parada consideraremos la diferencia, en valor absoluto, entre dos
estimaciones sucesivas de la solucion, aunque en determinadas circunstancias (tales

como raices multiples) resulta mas eficiente comprobar si ‘ f (xk )‘ <tol . Notemos que
no es necesario calcular la diferencia entre dos iterados consecutivos, ya que esa
informacion es la almacenada en la variable delta. Partiendo de estas diferencias,

resultara sencillo calcular posteriormente la tasa de convergencia, tanto lineal como
cuadratica.

Ejemplo 10

Si, una vez implementado en MATLAB el método de Newton, lo ejecutamos sobre la
funcion nw_billar.m, obtenemos los siguientes resultados:

[x, incr, iter] = newtonlvar('nw billar',1,le-6,50)
X = 1.5708

incr = 2.6270 e-011

iter = 4

Observamos que bastan 4 iteraciones para encontrar la soluciéon con una precision
estimada de diez cifras decimales exactas, frente a las 14 iteraciones que necesitaba el
método de biseccion partiendo de ¢ = 1 como primer iterado. En cuanto a la velocidad
de convergencia, dado que la tasa de convergencia cuadratica tiende a cero, concluimos
que efectivamente, el método de Newton tiene convergencia cuadratica en este caso.
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Por otra parte, la convergencia del método de Newton se degrada al acercarse a una raiz
multiple de f{x). De hecho, se puede demostrar que, en general, la velocidad de
convergencia del método de Newton pasa a ser lineal en el caso de raices multiples.
Ejemplo 11

Si aplicamos el método de Newton al célculo de la raiz cliibica de dos, la funcion a
considerar es

y su derivada
f '(x) =3x
que almacenamos en la funciéon nw_cubica.m, con lo que la iteracion de Newton queda
3
x,—a 1{ a

X =X — =—| —+2x
k+1 k 2 2 k
3x, 3lx;

Respecto a la velocidad de convergencia, para obtener la solucion con una precision de
10, ejecutamos la funcién:

[x, incr, iter] = newtonlvar('nw cubica',1l,le-6,50)
X = 1.25992104989487

incr = 1.228965856871140e-010

iter = 5

obteniendo la solucion en 5 iteraciones. Notemos que el nimero de iteraciones coincide

(2
con el empleado por el método de punto fijo con la funcion g(x) 25[—2+2x]. De
X

hecho, esta ecuacion de punto fijo coincide plenamente con la expresion iterativa de
Newton, razén por la cual obteniamos convergencia cuadratica con el método de punto



fijo, mientras que con las otras funciones de punto fijo empleadas, la convergencia era
lineal. Por otra parte, ;qué ocurre si tomamos una estimacion inicial compleja, por
ejemplo, x; = 1+1 2.

Las siguientes condiciones son suficientes para que el método de Newton converja a
la solucion de la ecuacion f(x)=0, siendo f e C*(D), Dc R:

e La estimacidn inicial debe ser proxima a la raiz;
e ['(x)#0, xeD;

Notemos que si la derivada de la funcion f se anula en un iterado, el siguiente paso de
Newton no esta definido. En estos casos, puede hacerse inestable, aunque haya una raiz
proxima. Sin embargo, si la derivada se anula en la raiz, el método de Newton converge
linealmente, en lugar de cuadraticamente.

Cuando la derivada de la funcion f'es dificil de calcular, recurrimos a una modificacion
consistente en evaluar la derivada una sola vez y utilizar el mismo valor en todas las
iteraciones.

f(x)

1
f(x)
Este método modificado es mucho mds lento, perdiendo la convergencia cuadratica.
Una solucion intermedia consiste en calcular la derivada cada cierto niimero de
iteraciones. Como solucion de compromiso, podemos evaluar la derivada cada cierto

numero de pasos, para no degradar tanto la convergencia.
En el caso de raices multiples, la convergencia cuadratica del método de Newton puede

Xiwt =X —

perderse, como es el caso de la funcion f(x)=(x— 2)2 (x—4)=0, que necesita de 20

iteraciones para alcanzar la solucién x = 2, partiendo de la estimacion inicial x; = 1.5
con una precision estimada de 2.6 10°. Una modificacién del método de Newton que
mejora la convergencia en estos casos es aplicar un factor m al cociente entre funcion y
derivada, igual a la multiplicidad de la raiz que buscamos:

S(x)
/(%)

en el caso f'(x) :(x—2)2 (x—4), considerando m = 2 obtenemos la solucion en tan

Xy =X —m

solo 4 iteraciones. Sin embargo, no conocemos a priori la multiplicidad de la raiz que
buscamos, aunque el tanteo o la comparacion de f{x) con la funcién (x-r)" (donde 7 es la
raiz) pueden dar buenos resultados.

12.3.3 Método de la secante

Si no disponemos de la derivada, la estimamos mediante un cociente incremental para h
pequetio. Asi se "simula" bastante bien el método de Newton. En cada paso evaluamos
dos veces la funcidn f, pero no necesitamos la expresion de la derivada (de hecho, en la
practica, solo hay que evaluar la funcién fen el ultimo iterado).

El método que veremos a continuacion utiliza como iterados los puntos que intervienen
en el calculo del cociente incremental, reduciendo a una las evaluaciones de la funcion
por cada paso. Es el método de la secante.

Geométricamente, el método de la secante aproxima la funcion f por la recta que pasa
por los puntos (x1, f{x1)) y (x2, f(x2)) y toma su interseccion, x3, con el eje OX como
siguiente estimacion.



En el segundo paso, traza la secante por los puntos de abscisa x; y x3 y la intersecta de
nuevo con OX para hallar la tercera estimacion x4. El proceso se repite, como siempre,
hasta alcanzar la precision deseada.

Expresamos la iteracion genérica de la secante en términos analogos a la de Newton

como
X, = (xk)/f(xk) S ()

Existe una diferencia fundamental entre los métodos de la secante y regula falsi: las dos
estimaciones iniciales x; y x2 en el método de regula falsi deben verificar x, < x™ < x,

(siendo x* la raiz buscada), mientras que en el método de la secante partimos de dos
estimaciones cualesquiera. Precisamente debido a esta diferencia, el cociente

f(xk) B f(xkfl)

X = X5

es una buena aproximaciéon de la derivada de la funcién fen el caso de la secante, ya
que Xk y Xk-1 son valores proximos entre si.

Ejemplo 12

Para resolver la ecuacion del billar circular sin necesidad de calcular la derivada de la
funcidon

0.6sin6 N —0.6sin @
\/(cosﬁ —0.6)2 +sin’ @ \/(cosé? + 0.6)2 +sin’ @

emplearemos el método de la secante, partiendo de las estimaciones iniciales 1 y 2:

/(0)=

x = [1,2]; % Abscisas iniciales
y = billar(x);% Ordenadas
delta = x(2)-x(1);k = 1;% Paso inicial

y ejecutando varias veces las siguientes sentencias
k = k+1% Paso k

delta = -y (k)/ ((y(k)-y(k-1))/delta)
x (k+1) = x(k)+delta
y (k+1) = billar (x(k+1))

obtenemos la solucidén en 4 iteraciones, sin contar las estimaciones iniciales, con un
estimacion del error de 2.9 10°. La velocidad de convergencia es, en este caso,
superlineal, ya que la tasa de convergencia lineal tiende a cero. Viéndolo en positivo,

con una evaluacion por paso (y sin necesidad de utilizar f '(x) ), se logra una

convergencia mucho mas rapida que con cualquier otro método.

12.4Calculo de raices con MATLAB

La resolucion numérica de ecuaciones polinémicas ha suscitado gran interés
histéricamente, dada la limitacion de los métodos analiticos en cuanto al grado del
polinomio. La funcion roots de MATLAB obtiene todas las raices de un polinomio
construyendo la matriz asociada al polinomio (considerado caracteristico) y obteniendo
los valores propios de dicha matriz.

Ejemplo 13

Consideramos la ecuaciéon polindmica x° —3x*—10x’ +10x* +44x+48=0 . Basta

definir el polinomio,
p=[1 -3 -10 10 44 48];



para a continuacidon obtener sus raices, tanto reales como imaginarias, con el comando
roots:

roots (p)

Por otra parte, para resolver ecuaciones no polinomicas, MATLAB dispone de la orden
fzero. Su primer argumento es el nombre (del fichero) de la funcién cuyos ceros
tratamos de hallar. Tal nombre es una cadena de caracteres y, por tanto, ha de ponerse
entre comillas. Por ejemplo,

fzero('f',x0,tol)

siendo f.m el fichero que contiene la ecuaciéon a resolver o el nombre de una funcion
reconocida por MATLAB.

fzero('atan',1l,1e-6)

fzero('x.”3-2",1,1e-7)

12.5Problemas

1. La raiz de la ecuacién fan(x)—c =0 es relativamente dificil de encontrar cuando

c es una cantidad grande. Trata de averiguar la razon de éste comportamiento a
través de los siguientes pasos:

a) Dibuja la funcién f (x): tan(x)—c para ¢ =5y ¢ =10 y estima un intervalo
en que se encuentre la raiz buscada.

b) Aproxima, para cada uno de los valores de c especificados en el apartado (a), la
solucion a la ecuacion no lineal mediante los métodos de Biseccion y Regula

Falsi empleando el intervalo estimado en el apartado (a), con una tolerancia de
10,

c) Analiza razonadamente la velocidad de convergencia de ambos métodos para el
intervalo estimado en el apartado (a).

2. Las temperaturas en el interior de un material con fuentes de calor incrustadas
pueden determinarse si se resuelve la siguiente ecuacion:

1 1
——t a5t 1
e?cosh ' |e? |= EL

Dado que L = 0.088, encuentra el valor de la temperatura t:

a) Graficamente, representando la ecuacién a resolver. Estima ademds un
intervalo en el que se encuentre la solucion, que sirva de estimacion inicial al
resto de apartados.

b) Empleando el método de Biseccion con el intervalo inicial obtenido a partir de
la representacion. Calcula la velocidad de convergencia.

c) Emplea el método de Punto Fijo con el punto medio del intervalo anterior como
estimacion inicial. Calcula la velocidad de convergencia. ;Se verifican las
condiciones de convergencia? Compruébalo.

d) Compara los resultados obtenidos en los apartados anteriores.



d)
e)

a)

b)

d)

Se construye una caja sin tapadera a partir de una hoja metalica rectangular que
mide 10 por 16 centimetros. Queremos averiguar cudl debe ser el lado de los
cuadrados que hay que recortar en cada esquina para que el volumen de la caja
sea 100 centimetros ctbicos.
Plantea la ecuacion que nos proporcionara el volumen de la caja en funcion del
lado 1 de los cuadrados a recortar.
Representa graficamente la ecuacion a resolver y obtén un intervalo inicial en
el que esté el valor de 1 que estamos buscando.
Resuelve dicha ecuacion mediante el método de la Biseccion, empleando una
tolerancia de 10” y tomando como intervalo inicial el obtenido en el apartado
(b).
(Mejora el método de Regula Falsi el resultado obtenido por biseccion?
Obtén el lado de dichos cuadrados empleando el método de Punto Fijo, con
estimacion inicial el punto medio del intervalo utilizado en apartados
anteriores.
Compara los resultados obtenidos por ambos métodos (solucion, nimero de
iteraciones, velocidad de convergencia,...).

La curva que pasa por un cable colgante se llama catenaria. Supongamos que el
punto mas bajo de una catenaria es el origen (0,0), entonces la ecuacion de la

: X . . .
catenaria es y = Ccosh (EJ—C . Si queremos determinar la catenaria que pasa

por los puntos (ia,b), debemos resolver la ecuacion b=C cosh(%j—C de
incognita C.
Prueba que la catenaria que pasa por los puntos (i10,6) es

X

y=9.1889 cosh(
9.1889

j—9.1889.

Halla la catenaria que pasa por los puntos (i12,5) empleando el método de

Regula Falsi. Utiliza la representacion grafica para obtener el intervalo inicial.
Estima la velocidad de convergencia del método en este caso.

Repite el apartado (b) aplicando el método de Newton, utilizando Ila
representacion grafica para obtener la estimacidon inicial. Analiza las
condiciones de convergencia del método de Newton en este caso y su velocidad
de convergencia

Compara el resultado obtenido en los apartados (b) y (c).



Una esfera de densidad d y radio r pesa gﬁ(3rh2—h3 ) . Encuentra la

profundidad a que una esfera de densidad 0.6 se hunde en el agua, en términos de
una fraccion del radio de la esfera.

Con una tolerancia de 10, utilizando los algoritmos de Regula Falsi, Punto Fijo
y Newton. Establece una tabla que permita comparar resultados, nimero de
iteraciones, velocidad de convergencia, etc...

Consideremos el siguiente sistema no lineal:
¥ +x—-yt =1
y— sen(x2 ) =0

a) Determina graficamente todas las soluciones del sistema.

b) Transforma el sistema de ecuaciones en una Unica ecuaciéon no lineal y
aproxima con precision de 10 sus soluciones mediante el método de Punto
Fijo. Indica las aproximaciones iniciales utilizadas y las iteraciones necesarias
para cada una de las raices.

c) Repite el apartado (b) empleando el método de Newton y comprueba la
convergencia cuadratica del método.

Halla la menor raiz positiva de la ecuacion
e - cos(x)=0
Con una tolerancia de 107, utilizando los algoritmos de Biseccion y Punto Fijo.

Establece una tabla que permita comparar resultados, numero de iteraciones,
etc...

Consideremos el siguiente sistema no lineal:
e'e’ +xcos(y)=0

x+y-1=0

a) Analiza graficamente las raices del sistema para x € [-6,6].

b) Transforma el sistema de ecuaciones en una Unica ecuacion no lineal y
aproxima las raices encontradas en el apartado anterior mediante el método de
Newton con una tolerancia de 107, ;Cuéntas iteraciones son necesarias en cada
caso?. Estima la velocidad de convergencia en una de las raices.



c) Para acelerar la convergencia del método de Newton se introduce un factor de
sobrerrelajacion 0<w<2 que modifica el incremento en cada paso segun la
formula

. /(%)
xk+1 xk Wf,(xk)

Repite el apartado (b) con este método y representa en una tabla el numero de
iteraciones necesarias para w = 0.2, 0.4, 0.6,.....,1.6, 1.8.

9. El método de Halley es una forma de acelerar la convergencia del método de
Newton-Raphson. La formula iterativa de Halley es:

NI
g( ) fw(x) 1 Z(f”(X)y

A partir de f (x):x2 — A, determina la funcion de iteracion de Halley para

hallar /4 . Empieza con x¢ = -2.4. ;Cual es la velocidad de convergencia del
método en este caso? Compara estos resultados con los obtenidos aplicando
otros métodos: Biseccion, Regula Falsi, Punto Fijo y Newton.

10. Para el estudio del movimiento de cuerpos celestes con Orbitas elipticas es
necesario resolver la llamada ecuacion de Kepler:
E—esenE=M

Donde la incognita es la anomalia excéntrica E y son conocidas la excentricidad

de la 6rbita e = 0.96727464 y la anomalia media M = 4.527594 107 .

a) Dibuja la funcién F(E) = E — e sen(E) —M, y obtén una aproximacion de
la solucion.

b) Resuelve la ecuacion de Kepler mediante el método de Punto Fijo con
valor inicial Eg = 1 y tolerancia TOL = 0.00005. ;Cual es el valor de la
anomalia excéntrica?. ;Cuantas iteraciones han sido necesarias?. ;Cual es la
estimacion del error cometido?

c) Analiza las condiciones de convergencia del método de Newton en este
caso y su velocidad de convergencia.

d) Resuelve la ecuacion de Kepler mediante el método de la secante bajo las
mismas condiciones que en el apartado (b) y con las estimaciones iniciales
E =05y E = 1. ;Cudl es el valor de la anomalia excéntrica?. ;Cuantas
iteraciones han sido necesarias?

e) Compara los resultados obtenidos.

12.6 Soluciones
Problema 1

En primer lugar, obtenemos la representacion grafica de ambas funciones:
x=-1.5:.1:1.5;yl=tan(x)-5;
subplot(2,1,1),plot(x,yl)
y2=tan (x)-10;



subplot(2,1,2),plot(x,y2)

y=tan(x)-5

y=tan(x)-10
10 . . .

Podemos concluir de las graficas anteriores que las raices se encuentran en el intervalo
[1,1.5].
Almacenamos la funcion fan(x)—c =0 en un fichero de funcién:

function y=f1l(x,c)
y=tan (x) -c;

Modificamos el algoritmo de biseccidon para introducir el valor del pardmetro ¢ como
variable de entrada. Al aplicar este método sobre el intervalo [1,2] con una tolerancia de

10, obtenemos los siguientes resultados para ¢ = 5:
[sol,x,iter]=bisecl ('fl',1,1.5,1e-4,100,5)

sol = 1.3734

iter = 13

y para c = 10:
[sol,x,iter]=bisecl ('fl1',1,1.5,1e-4,100,10)
sol = 1.4711
iter = 13

y mediante regula falsi, con idéntica estimacion del error:
[sol,iter]=regulal('fl1',1,1.5,1e-4,100,5)
sol = 1.3734

iter = 26

[sol,iter]=regulal ('f1',1,1.5,1e-4,100,10)
sol = 1.4711
iter = 11

Observamos que, aunque el método de biseccion necesita el mismo nimero de
iteraciones para resolver la ecuacién fan(x)—c=0 con ¢ = 5 o ¢=10, el método de
regula falsi muestra una convergencia mas lenta en el primer caso (justo el doble que las



que necesita el método de biseccion) y mas rapida en el segundo. Al estudiar la
velocidad de convergencia de ambos métodos, recordamos que en el caso del método de
biseccion ésta es siempre lineal de tasa 0.5, mientras que podemos observar en las
siguientes graficas como la convergencia de regula falsi es lineal en ambos casos,
aunque con tasa 0.29 para ¢ = 10 y una tasa mayor, aproximadamente 0.64 para ¢ = 5.
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0.637 -

0.636 -

0.635

0.634 -

0.633 |-

0.632 . - . L
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Sin embargo, estos resultados parecen contradecir la afirmacién del enunciado en
cuanto a la dificultad de los métodos numéricos para aproximar las raices de la funcién f
para valores grandes de c.

Problema 6

Representaremos en primer lugar las curvas que definen el sistema en el plano, para lo
que obtenemos en primer lugar la forma explicita de ambas:

=+Jx? +x-1
sin(xz)

y
y



curvas del sisterna

Observemos que Unicamente hay dos puntos de interseccion entre ambas curvas,
cuyas aproximaciones obtenidas mediante el comando "ginput" de MATLAB son:
(-1.66,0.27) y (0.76,0.5).

A continuacidn, transformamos el sistema en una ecuacion no lineal:

x> +x—sen’ (xz) =1
y la transformamos en la ecuacion de punto fijo equivalente:
x=1-x" +sen2(x2)

Generamos el fichero de funcidn:
function y=g6 (x)
y=1l-x.72+sin(x.%2) ."2;

en el que almacenamos la funcion de punto fijo g(x)=1-x*+sen’ (x2 )

Aplicamos el método de punto fijo con las aproximaciones iniciales -1.6 y 0.7
obtenidas graficamente y la tolerancia exigida en el enunciado del problema:

[sol, incr, iter] = pfijo('g6',-1.6,1e-6,100)
sol = 0.72595082969515

incr = 6.497037460251320e-007

iter = 11

[sol, incr, iter] = pfijo('g6',0.7,1e-6,100)
sol = 0.72595067846056

incr = 2.991704356469782e-007

iter = 8

Por tanto, la primera solucion del sistema es:
x=s0l,y=sin(sol”2)

0.72595067846056
0.50294644122539

be
Yy

Observamos coémo, partiendo de aproximaciones inicales proximas a cada una de las
raices, el método de punto fijo converge a una unica raiz. La razén que explica este
comportamiento es simple: la derivada de la funcion de punto fijo en la raiz (en valor
absoluto) no estd acotada por la unidad, por lo que no se cumplen las condiciones de
convergencia, y ésta no esta asegurada.

Para encontrar la otra raiz emplearemos una ecuacion de punto fijo equivalente:



x:—\/l—x+sen2(x2)

[sol, incr, iter] = pfijo('gbb',-1.6,1e-6,100)
sol = -1.67009279255709

incr = 9.352586394228979e-007

iter = 12

Por tanto, la solucion del sistema que buscabamos es:
x=s0l,y=sin (sol"2)

x -1.67009279255709
y = 0.34513509208359

Si resolvemos ahora la ecuaciéon no lineal mediante el método de Newton,
necesitaremos una funcion que nos permita evaluar en un punto, tanto la funciéon f(x),

como su derivada:

function [y,dy]l=£6(x)
y=X."2+x-sin(x.72) ."2;
dy=-2*x+4*x.*sin (x."2) .*cos (x."2)

Ejecutamos nuestro algoritmo de Newton con las mismas estimaciones iniciales
empleadas anteriormente. Analizamos en cada caso la velocidad de convergencia:

[sol, incr, iter] = newtonlvar('f6',-1.6,1e-6,100)
sol = -1.67009303424438

incr = 5.340967319075955e-010

iter = 4

En las siguientes graficas podemos observar la convergencia superlineal del método de
Newton en este caso (la tasa de convergencia cuadratica no estd acotada por debajo de
la unidad, mientras que la tasa lineal tiende a cero), junto con la evolucion de los
iterados en el proceso. Es facil comprobar que f’ se anula en las proximidades de la raiz,
lo que ralentiza la convergencia del método.
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T
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Al aplicar el método de Newton con la segunda estimacidon inicial obtenemos la
solucion en tan so6lo 3 iteraciones y con una velocidad de convergencia cuadratica, ya
que esta tasa de convergencia tiende a 0.765, como puede observarse en las graficas,
junto con la evolucion de la tasa lineal y de los iterados.



[sol, incr, iter] = newtonlvar('fe6',0.7,1le-6,100)
sol = 0.72595072614316

incr = 1.923265868745633e-007

iter 3
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Problema 10

Conocidas la excentricidad de la orbita e = 0.96727464 y la anomalia media M =
4.527594 107, obtenendremos la representacion grafica de la funcion:

e=0.96727464 ;

M = 4.52759%94e-3;

E=-pi:.l:pi;

FE=E-e*sin (E) -M;

plot (E, FE)

Observamos en la grafica que el valor que buscamos de la anomalia excéntrica es
aproximadamente nula. Si ampliamos la imagen observamos que £ =0.1.
Para aplicar el método de punto fijo, obtenemos la ecuacion equivalente:



E=M +esenE

Empleando la funcion:
function E2=gl0 (E)

e = 0.96727464;
M = 4.5275%94e-3;

E2=Mte*sin(E) ;
y bajo las condiciones del enunciado, la solucion obtenida es:

[E, incr, iter] = pfijo('gl0',1,5e-5,500)
E = 0.12915859636994

incr = 4.819453403098750e-005

iter = 131

Si aplicamos el método de Newton, necesitamos almacenar funcidon y derivada en el

fichero:
function [y,dy]l=f10(E)

0.96727464;
4.527594e-3;

e
M

y=-M+E-e*sin (E) ;
dy=1l-e*cos (E) ;
y la solucion obtenida por Newton en este caso es:

[E, incr, iter] = newtonlvar('f10',1,5e-5,100)
E = 0.12802307540635

incr = 4.924433887513424e-008

iter = 7

Respecto a las condiciones de convergencia del método, notemos que no hay problemas
en cuanto a la continuidad y derivabilidad de la funcion, su derivada toma valores
proximos a cero para una anomalia excéntrica nula, como se observa en la siguiente
grafica:

x=-pi:.01l:pi; [y,dy]=£f10(x) ;plot (x,dy)

Por esta razdn, la velocidad de convergencia no es cuadratica, sino superlineal, como se
desprende de las siguientes graficas:
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Aplicando el método de la secante, obtenemos la solucion en tan sélo una iteraciéon mas

que empleando el método de Newton y con velocidad de convergencia superlineal:
[E, incr, iter] = secante('f10',0,1,5e-5,100)

E =0.12802309212324

incr = 1.182783157985257e-005

iter = 6

Tasa de convergencia

1 15 2 25 3 38 4 45 5

En este problema el método de la secante se muestra mas eficaz, ya que con una
velocidad superlineal (al igual que Newton), consigue encontrar la solucion en una
iteracion menos con un algoritmo mas simple, que no implica el conocimiento de la
derivada de la funcion. El comportamiento del método de punto fijo en este caso es muy
poco efectivo, con un numero de iteraciones comparativamente muy elevado y
convergencia lineal.
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--- gproximacion grafica
>> x = linspace(1,2,1000);
>> y=x./\3;

>> plot(x,y,".")

>> grid

>> [X,Y] = ginput(1)

2.0000
--- metodo iterativo

>>a=1; fa=a'3-2

fa=
-1
>>p=2; fb=b"3-2
fb=
6
>> ¢ = (at+b)/2; fc = c"3-2
fc=
1.3750

>> b = c;fb = fc; Yomovemos el extremo derecho
>> ¢ = (at+b)/2; fc = c"3-2
fc=

-0.0469
>> a = c;fa=fc; %omovemos el extremo izquierdo
>> ¢ = (at+b)/2; fc = c"3-2
fc=

0.5996

etc...

-------- biseccion.m

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asign...2%20-%20L a%20ecuaci on%20fx%20=%200/practica%2012.txt (1 of 4) [09/03/2008 13:49:30]
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function c=biseccion(f,a,b,tol,maxiter)

fa=fevd(f,a);
fb = feval(f,b);
k=0;

if fa*fb>0
disp('Intervalo inadecuado. No hay garantia de existencia de raices.")
else
while b-a>tol & k<maxiter
c = (ath)/2;
fc = feva(f,c);
if faxfc < 0 % Semiintervalo izquierdo
b = c; fb=fc;
elsalf fc* fb<0 %Semiintervalo derecho
a=c, fa=fc;
elsalf fc==0 %c eslasolucion
a=c;b=c;
end
k =k+1;
end
end

if kK == maxiter

disp(‘'Alcanzado maximo de iteraciones)
end
If b-a<tol

disp(‘Alcanzado error menor que tol")
end

Solucion a problemadel billar

>> x = lingpace(0,2* pi,10000);
>>y = hillar(x);

>> plot(x,y,".")

>> grid

>>

>> c=biseccion('billar',1,2,1e-6,40)

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asign...2%20-%20L a%20ecuaci on%20fx%20=%200/practi ca%2012.txt (2 of 4) [09/03/2008 13:49:30]
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Alcanzado error menor que tol
c=
1.5708
>> c=biseccion('billar',3,4,1e-6,40)
Alcanzado error menor que tol
c=
3.1416
>> c=biseccion('billar',4,5,1e-6,40)
Alcanzado error menor que tol
c=
4.7124
>> c=biseccion('billar',-1,1,1e-6,40)
Alcanzado error menor que tol
c=
0
>> c=biseccion('billar',2* pi-1,2* pi+1,1e-6,40)
Alcanzado error menor que tol
c=
6.2832

Ejemplo utilizando variables globales

>> global PQ
>>P=[0.7-0.7]; Q=[0.50];
>> 7 = linspace(0,2* pi);
>> plot (cos(2), sin(z), P(1), P(2), T, Q(1), Q(2), 'g0’)
>> [sol,c]=regulaf (‘billar',2,3,1e-6,40)
Alcanzado error menor que tol
sol =
2.6697
>> x=cos(sol); y = sin(sol);
>> hold on
>> plot(x,y,™)

gercicio

y=xM0-1

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asign...2%20-%20L a%20ecuaci on%20fx%20=%200/practi ca%2012.txt (3 of 4) [09/03/2008 13:49:30]
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solucion x=1
contol = 1e-6

biseccion: 21 iteraciones
regulaf: 160 iteraciones
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>> %metodo del PUNTO FIJO

>> format compact
>>x =1,
>> x = sgrt(2/x); Yohemos reorganizado la ecuacion x*3-2=0
>> X = sgrt(2/x)
X =
1.1892
>> X = sgrt(2/x)
X =
1.2968
>> X = sgrt(2/x)
X =
1.2419
>> X = sgrt(2/x)

>> X = sgrt(2/x)
X =
1.2599

>> %%mejoraobvia

>>x =1,
>> k=1;
>> X(k+1) = sgrt(2/x(K)), k = k + 1;
X =
1.0000 1.4142
>> X(k+1) = sgrt(2/x(K)), k = k + 1;
X =
1.0000 1.4142 1.1892
>> X(k+1) = sgrt(2/x(K)), k = k + 1;
X =
1.0000 1.4142 1.1892 1.2968
>> X(k+1) = sgrt(2/x(K)), k = k + 1;
X =
1.0000 1.4142 1.1892 1.2968 1.2419
>> X(k+1) = sgrt(2/x(K)), k = k + 1;

file:///E[/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asi gha...n%20fx%20=%200%20-%202a%20parte/practica%2013.txt.txt (1 of 4) [09/03/2008 13:49:31]
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X =
1.0000 1.4142 11892 1.2968 1.2419 1.2691

Permite un megjor analisis cuantitativo

>> plot(X);

>> e = diff(x);

>> tasa _convergencia = e(2:end)./e(1:end-1)

tasa convergencia=
Columns 1 through 7
-0.5432 -0.4784 -0.5108 -0.4946 -0.5027 -0.4986 -0.5007
Columns 8 through 14
-0.4997 -0.5002 -0.4999 -0.5000 -0.5000 -0.5000 -0.5000
Columns 15 through 16
-0.5000 -0.5000

>> Ysignificaque g'(x*) =-1/2

Representacion grafica:

(Hay que arreglarlo un poco)

Lo que fallaes construir la matriz para representar |0s puntos:
L os puntos a representar son:

(x1,x1)
(x1,x2)
(x2,x2)
(x2,x3)

(x3,x3)
(x3,x4)
(x4,x4)
(x4,x5)
(x5,x5)
(x5,x6)

seriafacil haciendo coord = [coord x(K) x(k)] con k=1->n-1
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absc = [absc x(k) x(k+1)] con k=1->n-1

xcos = linspace(0,pi/2);
yCOS = COS(XCO0S);
[X, solucion, tasa_convergencia] = puntofijo(‘cos,1,1e-6,100);

%construir coord y absc
%pequefia modificacion, que el primer punto sea x1,0 para
%que mole mas
coord = [x(1) x(1)];
absc = [0 x(2)]; %absc = [x(1) x(2)];
k=2,
>>fork =2:34
coord = [coord x(K) x(k)];
absc = [absc x(k) x(k+1)];
k = k+1,;
end

>> plot(xcos,ycos,'g',coord,absc,'b")

Solucion al billar

>> global PQ

P=10.6,0];Q =[-0.6,0];

[aprox, solucion, tasa_convergencia] = puntofijo(‘billarf',1,1e-6,100);
>> splucion

solucion =

1.5708

>> Opla otra solucion no se obtiene porque la derivada es mayor que cero
>> %pse hace con billarf2, dondey = x - billar(x)
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>> [aprox, solucion, tasa _convergencial = puntofijo(‘billarf2',1,1e-6,100);
>> solucion

solucion =
-3.7824e-008

>> 0pAS se han obtenido AMBAS soluciones
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14 Aproximacién Minimo-Cuadratica. Ajuste de datos discretos

La aproximacion minimo-cuadratica trata de obtener una solucidén aproximada a un
problema lineal, 6ptima en el sentido de que haga minima una expresion cuadratica bajo
ciertas condiciones.

Uno de los problemas de este tipo mas usuales consiste en ajustar funciones a un
numero finito de valores dados; concretamente, se trata de encontrar la funcion de cierta
clase que "mejor" representa dichos valores. Como clase de referencia, podemos
considerar los polinomios de grado no superior a 7.

En otras ocasiones, intentamos aproximar una funcién dada mediante otra funcion "maés
simple", por ejemplo un polinomio o una combinacion de funciones trigonométricas.

Un problema aparentemente distinto, pero que engloba a los anteriores, es resolver
aproximadamente un sistema de ecuaciones lineales incompatible.

Matematicamente, los problemas mencionados se traducen en hallar el punto de un
subespacio mas proéximo a un punto dado de un espacio euclideo. La solucion teorica es
la proyeccion ortogonal del punto dado sobre el subespacio.

La solucidon numérica requiere obtener de una base ortogonal de dicho subespacio, lo
que se consigue mediante el algoritmo de factorizacion QR en el caso finito-
dimensional. En los espacios de funciones (de dimension infinita) se suele partir ya de
una base ortogonal, para reducir el trabajo computacional y garantizar la estabilidad
numérica de la solucion.

En este tema tratamos del ajuste de datos discretos, o caso de dimension finita y en los
dos siguientes, el ajuste funcional en espacios de dimension infinita.

14.1 Aproximacién Polinédmica Minimo-Cuadratica
Dada una nube de puntos {(x;, y,), i=1,2,..., m}, tratamos de hallar el polinomio de

grado no superior a n, P, (x), que mejor se ajusta a la nube, en el sentido de minimizar
el error cuadratico

m

E*=Y (P (x)-y,).

i=1
La expresion del error se ha escogido de modo que todos los sumandos sean positivos
para evitar que los errores se compensen y para que la funcion resultante sea derivable,
y asi poder resolver el problema por métodos analiticos.

14.1.1 Regresion lineal

Ejemplo 1

Consideremos los datos de implantacion de telefonia fija en Espafia que se muestran en
la tabla adjunta.

Ao | Lineas /100 hab

1.988 28.1
1.989 30.0
1.990 323
1.991 34.6

1.992 353




1.993 36.4
1.994 37.5
1.995 38.5

Suponiendo que el nuimero de lineas instaladas por cada 100 habitantes crece
linealmente en el periodo considerado, queremos obtener la recta o polinomio de primer
grado, y = B (x) =a,x+a,que mejor aproxime los valores de la tabla, concretamente,

que minimice el error cuadratico dado por
m
2 2
E" = Z(alti +a, - ;)
i=1

El problema puede resolverse analiticamente, considerando E* como funcion de dos
variables a, y a,, y hallando los extremos relativos. En este caso existe un Unico
extremo que es el minimo buscado. Para ello hacemos cero las derivadas parciales de £
respectoa a, y a,:

OE* "

—=2>t(a,x. +a,—y,)=0
8611 ;l( 17 2 yl)
OE* L

—=2 ax.+a,—vy,)=0
aaz ;( 17V 2 yz)

Obtenemos asi un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, llamadas
ecuaciones normales, cuya solucion nos da los coeficientes de la recta buscada, llamada
recta de regresion de Y sobre X.

(02 xiz Ja, +  (Zx;)a,
(Zx)a, + ma, = Xy,

1

1x.y,;

Efectuamos los calculos con MATLAB:

x = (1988:1995)"

y = [28.1 30 32.3 34.6 35.3 36.4 37.5 38.5]"

m = length (x)

Representamos los datos mediante un diagrama de barras con

bar (x,v)

Calculamos los coeficientes de las ecuaciones normales usando sum, aunque
posteriormente se obtendran de modo mas rapido.

N = [sum(x.”2), sum(x); sum(x), m]
N =
31728620 15932
15932 8

Obtenemos a continuacion los términos independientes y resolvemos el sistema
c = [sum(x.*y); sum(y)]
p = N\c

c =

1.0e+005 *
5.4314
0.0027



1.0e+003 *
0.0015
-2.8892

La solucion proporciona los coeficientes de la recta de regresion que aproxima los datos
tal como muestra la Figura 1.

xg = linspace(1987,1996);

yg = polyval(p,xqg);

plot(x,y,"*",xg9,v9)

Figura 1. Recta de regresion

El error cuadratico se obtiene del modo siguiente:
E2 = norm(polyval (p,x)-y) "2

E2 =
3.4554

Las ecuaciones normales pueden obtenerse por un procedimiento algebraico que
simplifica las expresiones y es facilmente generalizable. Consideremos la ecuacion
general de la recta y = P(x) =a,x+a, e intentemos determinar los coeficientes a, y
a, imponiendo que los datos satisfagan dicha ecuacion. Obtenemos asi un sistema de
ecuaciones lineales probablemente incompatible.



1988 1 28.1
1989 1 30.0
1990 1 323
1991 1i(a,) |34.6
1992 1 azj 1353
1993 1 36.4
1994 1 37.5
1995 1 38.5
Expresamos matricialmente este sistema como
(x u)p=y

donde x e y son vectores columna que contienen los datos, # es una columna de unos y
p la columna de los coeficientes a determinar. Premultiplicando por la matriz

transpuesta (x u)’ se obtiene
e wp=|* |y
u u

(xTx xTu] (xTyJ

T T p = T

ux uu uy

que coincide precisamente con el sistema de ecuaciones normales. Mientras el sistema
inicial era incompatible, éste tiene solucion Unica que proporciona la recta buscada.
Repetimos los célculos en MATLAB:

A = [x, x.70]

N = A'*A
c = A'*y
P N\c

0 s€a

>
Il

1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995

[ T N S S

31728620 15932
15932 8
c =
1.0e+005 *
5.4314
0.0027
p =
1.0e+003 *
0.0015
-2.8892

14.1.2 Desplazamiento del origen
Las ecuaciones normales tienen, desde el punto de vista numérico, una ventaja y un
inconveniente. La ventaja es que su matriz es simétrica definida positiva, lo que



garantiza que puede resolverse de modo estable sin necesidad de pivotacion. El
inconveniente es que esta matriz puede tener un nimero de condicion alto si no se elige
con cuidado la matriz original A, como ocurre en el ejemplo.

Una solucién obvia es modificar convenientemente la variable x para que sus valores

sean moderados.

En el ejemplo anterior, si centramos las abscisas a su media, tomando xn =x—-1991.5,
se observa una importante mejora en el numero de condicion de la matriz del sistema de

: T
ecuaciones normales 4" A.

cond (N)
Xn = X - mean (x)
A = [xn xn."0]
N = A'*A
cond (N)
ans =
2.9961le+012
Xn =
-3.5000
-2.5000
-1.5000
-0.5000
0.5000
1.5000
2.5000
3.5000
A:
-3.5000 1.0000
-2.5000 1.0000
-1.5000 1.0000
-0.5000 1.0000
0.5000 1.0000
1.5000 1.0000
2.5000 1.0000
3.5000 1.0000
N:
42
0
ans =
5.2500

o® o° o° o° o°

Condicidén del sistema inicial
Desplazo el origen a la media de x
Condiciones de ajuste

El sistema nuevo

tiene mejor condicidén

Las nuevas ecuaciones normales son mas estables que las anteriores. Su solucion da los
coeficientes de la recta de regresion desplazada al valor medio y =b,(x—X)+b,.

c = A'*y
p = N\c
C:
61.6500
272.7000
p =
1.4679
34.0875

Para evaluar el polinomio hay que tener en cuenta que esta referido a las nuevas
abscisas. Sin embargo, en la representacion grafica utilizo las abscisas antiguas.

yp = polyval (p, xn)
plot (x,y,"*',x,yp)



14.1.3 Ajuste polinémico
Con la version algebraica, es facil generalizar las ecuaciones normales para ajustar por
polinomios de grado mayor, en lugar de por rectas. Obtendremos asi mejores
aproximaciones, con menor error cuadratico.
Por ejemplo, para ajustar con un polinomio de grado 2,

P, (x)=a,x’ +a,x+a,
basta anadir a la matriz A una columna con los cuadrados de las abscisas

A= (x2 X u)

y efectuar las demas operaciones como en el caso de la recta de regresion. El sistema de
ecuaciones normales es de tamafio 3%3, pero su condicién es muy elevada, por lo que
trabajaremos con las abscisas desplazadas.
Realicemos las operaciones con MATLAB.

A = [xn."2, xn, xn.”"0]

N = A'*A % Ecuaciones normales

c = A'*y % Términos independientes

p = N\c $ Coeficientes del polinomio

Valor del polinomio en xn
Error cuadratico

yp = polyval (p, xn)
E2 = norm(y-yp) "2

o° o

A =

[

NN OODNDODN

.2500 -3.5000
.2500 -2.5000
.2500 -1.5000
.2500 -0.5000
.2500 0.5000
.2500 1.5000
.2500 2.5000
.2500 3.5000

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

e e

=2
w |
o) -
@

.5000 0 42.0000
0 42.0000 0
42.0000 0 8.0000

c =

1.0e+003 *
1.40098
0.0616
0.2727

-0.1304
1.4679
34.7719

28.0375
30.2875
32.2768
34.0054
35.4732
36.6804
37.6268
38.3125
E2 =

0.6005

Notemos como el error se ha reducido considerablemente. Para representar
graficamente el polinomio obtenido, lo evaluamos en el rango xg, previo
desplazamiento a la media de x.



Xgn = xg-mean (x);
yg = polyval (p,xgn) ;
plot(x, y, '*', %9, y9, %, yp, '+")

Figura 2: Ajuste polinémico de segundo grado

El ajuste por rectas y parabolas se generaliza de modo directo a polinomios de cualquier
grado. En general suponemos que el grado del polinomio, 7, es mucho menor que el
nimero de puntos a interpolar, m; aunque, en teoria, el grado puede llegar a ser m—1,
con lo que se obtiene la interpolacion polindmica normal como caso particular de la
minimo cuadrética.
Imponiendo que el polinomio

P(x)=ax"+a,x"" ++ax+a,,

pase por los puntos {(x;,»,), i=12,...,m}, queda un sistema lineal mx(n+1)

incompatible:

n n—1

XX eeox 1 p Y
n n—1 1

X, x5 ceox, 1 4 Vs
n n—1 2

Xy X5 eoxy 1 1oL V5

a"l
a

n n—1 n+l

x, x ox, 1 Vo

A partir de este sistema se forman las ecuaciones normales y se resuelven para obtener
el polinomio minimo-cuadratico

14.1.4 indice de determinacion



Conforme aumenta el grado del polinomio, disminuye el error cuadratico del ajuste de
un conjunto dado de puntos. Deseamos establecer un criterio para elegir un polinomio
de grado no demasiado alto que aproxime los datos adecuadamente.
El error minimo cuadratico no es buen indicador de la aproximacién, pues depende del
nimero de puntos y de las unidades de medida empleadas. Como alternativa definimos
el indice de determinacion,
S —\2
2 (P (x)~»)
I — =l
C 2
> i-»)
i=1

donde y

El indice de determinacion es una cantidad adimensional entre 0 y 1. Cuanto mas
proximo a 1, mejor es el ajuste. Dado un valor umbral entre 0 y 1, tomaremos el
polinomio minimo-cuadratico de menor grado cuyo indice de determinacién supere
dicho umbral.

La aproximacion de grado O es el polinomio constante igual a la media de las
ordenadas. Su indice de determinacion es también 0. En el otro extremo, si exigimos
que el indice sea muy préximo a 1, el grado llegara a ser el numero de datos menos 1
con lo que obtendremos el polinomio de interpolacion que pasa exactamente por todos
los puntos. El indice valdrd 1 y el error cuadrético, 0.

Si el ajuste se hace para predecir la evolucion futura del fendmeno, los polinomios de
grado elevado no son fiables pues oscilan mucho fuera del intervalo.

es la media de las ordenadas.

Ejemplo 2

Calculemos el indice de determinacion del ajuste de grado 2 de los datos anteriores.

ym = mean (y)

I = (norm(yp-ym)/norm(y-ym)) "2

Obtenemos un valor de 0.9936. Si queremos una mejor aproximacion, aumentamos el
grado del polinomio a ajustar.

A = [xn."3 A]

N = A'*A

c = A'*y

p = N\c

yp = polyval (p,xn)

I = (norm(yp-ym)/norm(y-ym)) "2

Ahora el indice ha subido a 0.9944.

14.1.5 Ajuste polindmico con MATLAB

MATLAB obtiene el polinomio de aproximacioén por minimos cuadrados mediante la
orden polyfit. La sintaxis p = polyfit (x,y,n) proporciona los coeficientes del
polinomio minimo cuadratico de grado n determinado por la nube de puntos (x, y). El

polinomio puede evaluarse con polyval.

Por ejemplo, polyfit (xn,y,4) proporciona el polinomio de grado 4 que mejor ajusta
los datos (x, y). El uso de polyfit no evita los problemas de mal condicionamiento,
por lo que conviene utilizar las abscisas desplazadas.

Alternativamente, podemos utilizar polyfit con la sintaxis siguiente, que ademas de
centrar automaticamente las abscisas, las normaliza para que su desviacion tipica sea la

unidad, dividiéndolas por dicha desviacion.
[p,rs,mu] = polyfit(x,y,4)



0.3989 0.1670 -1.6321 3.3380 34.9775

R: [
df: 3
normr: O
mu =
1.0e+003 *
1.9915
0.0024

5x5 double]

.5492

mu es un vector cuyas componentes mu(1) y mu(2) son, respectivamente, la media Xy
la desviacion tipica o de x. El polinomio p obtenido estd referido a la nueva variable
X—X

u= , lo que ha de tenerse en cuenta para evaluarlo respecto a los datos iniciales.

o
ug = (xg-mu(l))/mu(2);

yg = polyval(p,uq);

plot(xg, yg, %, vy, '"*")

La normalizaciéon mejora el comportamiento numérico, tanto del proceso de obtencion
del polinomio, como del propio polinomio resultante.

14.2 Sistemas Sobredeterminados
Las condiciones de ajuste de un polinomio a una seric de datos originaban en el
apartado anterior un sistema de ecuaciones lineales incompatible. Esto ocurre
habitualmente cuando se trabaja con valores experimentales. Para reducir la influencia
de los errores, se realizan medidas redundantes, dando lugar a ecuaciones
incompatibles. Llamamos a estos sistemas sobredeterminados, en lugar de
incompatibles, para enfatizar el hecho de que todas las ecuaciones contienen
informacion igualmente vélida (o con distinto grado de confianza) que utilizaremos en
la determinacion de la solucidon aproximada.
Sea
Ax=b

un sistema lineal posiblemente incompatible de tamafo mxn y de rango total por
columnas, es decir, de rango n. La solucién oOptima x es, por definicion, la que
minimiza el error cuadratico

E? =|Ax - |
AXx es una combinacion lineal de las columnas de
A, por tanto serd un vector del espacio columna de
A, Im(A), precisamente el mas préximo a b. Como
medimos la distancia mediante una norma b b— Ax
euclidea, tal vector es la proyeccion ortogonal de b
sobre el subespacio Im(A).
Asi pues, b— Ax serd ortogonal al espacio Im(A)
columna de A4, y por tanto, a las columnas de A.
Matricialmente esto se expresa como

A" (Ax-b)=0
de donde se obtienen las ecuaciones normales
A"Ax=A"b.

La solucion optima se expresa formalmente como
x=(A4"4)"4"b,



aunque en la practica resolvemos el sistema en lugar de calcular la inversa. La
proyeccion ortogonal de b sobre el espacio columna de A4 es
p=Ax=A(A"A)"'A"b.
La matriz de la proyeccion ortogonal, P, transforma directamente b en su proyeccion p:
P=AA"A)"A4"
Frecuantemente las ecuaciones normales resultan mal condicionadas, por lo que se

requiere un tratamiento previo de la matriz 4 para poder efectuar los calculos de modo
estable.

Ejemplo 3

La tarifa del taxi se compone de una parte fija (bajada de bandera), otra parte
proporcional a la distancia recorrida y otra proporcional al tiempo de espera. La tabla
siguiente recoge los datos de distintas carreras.

Distancia 8.5 2.0 84 | 6.8 8.3 7.1 | 3.0 1.9 3.0
T. espera 10.5 134 | 04 | 7.6 10.1 86 | 3.8 13.6 10.8
Precio 10.5 6.6 7.7 | 85 102 | 9.0 | 4.7 6.6 6.6

El precio P de cada carrera viene dado por la expresion

P=a+bD+cT
donde D y T son la distancia y el tiempo de espera. Se trata de determinar los precios
unitarios a,b y c, a partir de los datos de la tabla. Sustituyendo los datos de cada carrera
en la expresion anterior se obtiene un sistema incompatible. Hallemos la solucion
minimo-cuadratica con MATLAB.
La matriz del sistema consta de una columna de unos, que corresponden a la bajada de

bandera, la columna de las distancias y la de los tiempos de espera:

U = ones(9,1);

D= [ 8.5; 2.0; 8.4; 6.8; 8.3; 7.1; 3.0; 1.9; 3.071;
T = [10.5; 13.4; 0.4, 7.6; 10.1; 8.6; 3.8; 13.6; 10.87;
A

= [U D T] % Matriz del sistema sobredeterminado
A:
1.0000 8.5000 10.5000
1.0000 2.0000 13.4000
1.0000 8.4000 0.4000
1.0000 6.8000 7.6000
1.0000 8.3000 10.1000
1.0000 7.1000 8.6000
1.0000 3.0000 3.8000
1.0000 1.9000 13.6000
1.0000 3.0000 10.8000

El término independiente es la columna de los precios.
b = [10.5; 6.6; 7.7; 8.5; 10.2; 9.0; 4.7; 6.6; 6.6]1;
Premultiplicando por A” se obtienen las ecuaciones normales.

N = A'*A
c = A'*Db
N =

9.0000 49.0000 78.8000
49.0000 333.9600 385.6200
78.8000 385.6200 839.7400

c:



70.4000
419.9300
625.6900

Resolviendo obtenemos la estimacion minimo cuadratica de los factores de la tarifa.
x = N\c

1.529¢6
0.7203
0.2708

La bajada de bandera cuesta 1.53, el precio del Km es de 0.72 y el minuto de espera
cuesta 0.271.

Con estos datos podemos estimar el precio de un recorrido cualquiera. Por ejemplo, una
carrera de 5 Km con 18 min de espera costard [1 5 18] *x = 10.01€.

14.3 Factorizacion QR

El principal problema de las ecuaciones normales desde el punto de vista de la
estabilidad numérica es la multiplicacion de 4 por su transpuesta. Al hallar la recta de
regresion, hemos visto que centrar las abscisas a su media mejora la condicion de las
ecuaciones normales. La matriz del sistema normal centrado es diagonal, lo que indica
que las columnas de A4 son ortogonales.

Apliquemos la idea de ortogonalizar las columnas a la matriz de un sistema
sobredeterminado con columnas independientes. Esto nos evitard efectuar productos de
matrices y obtendremos la solucion dptima resolviendo un sistema triangular.
Ortogonalizar las columnas de 4, equivale a descomponerla en dos factores Q y R. El

primero esta formado por las columnas de A ortogonalizadas y el segundo es una matriz
nxn triangular superior invertible (si 4 es de rango n) que almacena las
transformaciones efectuadas.
Al sustituir la factorizacion 4 = QR en el sistema de ecuaciones normales
A"Ax=A4"b
queda
(R'Q")YQ@R)x=R"Q"b
Como Q es ortogonal, el término Q'Q =1 desaparece, y al ser R invertible,
simplificamos R” en los dos miembros, quedando el sistema triangular
Rx=0"b
cuya solucion es la solucion 6ptima en sentido de minimos cuadrados del sistema
inicial.
Obtendremos la factorizacion QR mediante el algoritmo de Gram-Schmidt modificado.
El coste de la factorizacion se compensa por la mejora de la estabilidad numérica en la
resolucion del sistema resultante.

14.3.1 Método de Gram-Schmidt modificado

Sea 4 una matriz mxn con columnas linealmente independientes. El método de Gram-
Schmidt modificado obtiene una matriz Q de columnas ortonormales (q,, ¢,,....q,) Y
una matriz R triangular superior invertible tales que A = QR.

En cada paso del método se obtiene una columna mas de la matriz Q y una fila de R. En
el paso k-ésimo, se obtiene la k-€sima columna de @ normalizando la correspondiente



columna de 4 y se hacen ortogonales a gy las siguientes columnas de A4, sustrayéndoles
su proyeccion en la direccion de gx. Los coeficientes de la proyeccion son los elementos
de la fila k£ de la matriz R. Como resultado, las n —k ultimas columnas de A4 son
ortogonales a las k columnas ya obtenidas de Q, puesto que en pasos anteriores se han
eliminado las correspondientes proyecciones.
Podemos establecer formalmente el algoritmo como
Parak=1,2, .., n

Normalizar a;:

Ve = ”"k”

q =a; 1y
Paraj=k+1, ... n
Restar de a; su proyeccion sobre g;:

T :<“j"1k>

a,<a;,—r.4q,

Fin
Fin k£
Ejercicio 1
Traduce este algoritmo a una funcion de MATLAB que operando columna a columna
proporcione una factorizacion QR de la matriz A.

14.3.2 Factorizacion QR en MATLAB

El algoritmo presentado en punto anterior, aunque es mas estable numéricamente que la
ortogonalizacion ordinaria de Gram-Schmidt, tiene el inconveniente de que los errores
de redondeo se transmiten de un paso a otro, con lo que se puede perder la
ortogonalidad. MATLAB obtiene la factorizaciéon QR mediante un proceso iterativo que
trata de evitar este problema. La funcion correspondiente se denomina gr.

Veamos como se utiliza en el ejemplo del taxi.

[Q,R] = qr(A,0)
Q =
-0.3333 0.3728 0.3370
-0.3333 -0.4202 0.2192
-0.3333 0.3606 -0.5842
-0.3333 0.1654 -0.0254
-0.3333 0.3484 0.2890
-0.3333 0.2020 0.0828
-0.3333 -0.2982 -0.5922
-0.3333 -0.4324 0.2315
-0.3333 -0.2982 0.0422
R =
-3.0000 -16.3333 -26.2667
0 8.1965 -5.2952
0 0 11.0346
Comprobamos que @ tiene las columnas ortonormales ya que 0'*0 =1, que R es

triangular y que 0*R es A.
La solucion optima del sistema Ax = b utilizando la descomposicion QR se obtiene con
x = R\ (Q'*Db)

1.5296



0.7203
0.2708

14.3.3 Resolucion de sistemas incompatibles con MATLAB
La contrabarra produce la solucion minimo cuadratica en el caso de sistemas lineales

sobredeterminados.
x = A\b

1.5296
0.7203
0.2708

14.4 Modelos Lineales

Si los polinomios no proporcionan un ajuste adecuado de los datos, podemos recurrir a

funciones cualesquiera, ¢,(?), ¢,(¢),"--,9,(¢), con tal que sus valores en los puntos

dados sean independientes.

Exigiendo que una combinacion lineal genérica de estas funciones
g(x)=a,p,(x)+a,p,(x)+---+a,p,(x)

ajuste los puntos {(x;,y,), i=1,2,..., m}, obtenemos un sistema de m ecuaciones y n

incognitas.
o (x) 0, (x) - 9,(x) a N
(%) 9, (%) - 9,(x,) al Y2
0 (x) 0, (x3) - 9,(x3) :2 =l Vs
w0 e, L,

Si el sistema resulta incompatible, planteamos las ecuaciones normales y procedemos
como en el caso del ajuste polinémico.

Ejemplo 4

Tenemos una mezcla de dos sustancias radiactivas con constantes de desintegracion
conocidas y queremos determinar las cantidades C'y D de dichas sustancias. El nimero
de desintegraciones y obedece tedricamente a la expresion

y=Ce'+De”
donde ¢ es el tiempo medido en unidades adecuadas. Las lecturas de un contador Geiger
se resumen en la tabla siguiente:

t 0 010203 |04]05)]06]07]|08]09 1

y 2 1.7 | 1.5 | 1.3 | 1.1 I 08507 ]0.65| 06 | 0.5

Estimemos C'y D por minimos cuadrados. Introducimos los datos en MATLAB:
t = (0:.1:1)";
; 1.5, 1.3; 1.1; 1; 0.85;

y [2; 1.7;
0. 0

7; 0.65; 0.6; 0.5]; 2

18 1
16 |
14 1
12 1

Formamos las ecuaciones normales
A [exp(-t), exp(-2*t)]
N A'*A

08
06 |
04
021




c = A'*y

A =
1.0000 1.0000
0.9048 0.8187
0.8187 0.6703
0.7408 0.5488
0.6703 0.4493
0.6065 0.3679
0.5488 0.3012
0.4966 0.2466
0.4493 0.2019
0.4066 0.1653
0.3679 0.1353
N =
4.9054 3.7160
3.7160 2.9960
C:
8.6073
6.6996

La solucidon minimo cuadratica es
x = N\c

1.0043
0.9906

Por tanto, la mezcla consta de partes iguales de ambas sustancias.

El error cuadratico indica la precision del ajuste
E2 = norm(y-A*x) "2

E2 =
0.0044
Evaluamos el modelo en los datos y representamos graficamente ambos.
yp = A*X;
plot(t,y,'*',t,yp,'0", t,yp,":")
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Figura 3: Modelo lineal exponencial

14.4.1 Linealizacion por cambio de variables



En ocasiones, el modelo propuesto para explicar un fendémeno no tiene inicialmente
expresion lineal, pero no es dificil hallar una transformacion que linealice el problema y
aplicar el método de minimos cuadrados lineales.

Ejemplo 5

La tabla muestra la evolucion del numero de abonados a teléfono movil en Espafia en
determinado periodo.

Ano Abonados Teléfono Movil
1.988 11.689
1.989 29.783
1.990 54.712
1.991 108.451
1.992 180.296
1.993 257.250
1.994 411.930
1.995 928.955

Suponiendo que el nimero de abonados crece exponencialmente, tratamos de ajustar
una funcion del tipo

y — Keat
donde K y a son parametros a determinar. Como la expresion no es lineal en estos
parametros, efectuamos la transformacion

logy=1logK +at

Cambiando a la variable z =logy y llamando b al log K, queda un modelo lineal

z=at+b
cuyos parametros a y b estimamos por el método de minimos cuadrados. Efectuamos
los célculos con MATLAB.
Introducimos las abscisas en columna y las centramos

t = (1988:1995)"';

tm = mean(t);

tn = t-tm;

En y introducimos los miles de abonados

y = [ 11.689 29.783 54.712 108.451

180.296 257.250 411.930 928.9551";
Efectuamos el cambio de variable

z = log(y)
La matriz del sistema lineal sobredeterminado es
A = [tn, tn.”0];
Planteamos las ecuaciones normales
N = A'*A
c = A'*z
N =
42 0
0 8
c =
24.4573
38.1405

La solucién minimo-cuadratica es



p = N\c

0.5823
4.7676

que proporciona los valores de a y b.

deshaciendo los cambios de variable
tg = linspace(1988,1995);
vg = exp(polyval (p,tg-tm));

plot(t,y,"'*',tg,vy9)

1000

Representamos graficamente el ajuste,

800 |

600 |

400

200

1988 1989

14.5 Problemas

Problema 1

El paro registrado en febrero de los ultimos afios, segiin datos del INEM se resume en la

siguiente tabla

1990

Figura 4. Ajuste exponencial

1992

Ano N° de parados

1991 2.362.373
1992 2.337.472
1993 2.471.228
1994 2.774.579
1995 2.575.873
1996 2.427.015
1997 2.262.721
1998 2.067.830
1999 1.783.940
2000 1.659.820
2001 1.598.920




a) Halla la recta de regresion, previa formacion de las ecuaciones normales.

b) Ajusta un polinomio minimo-cuadratico de grado 3. Compara el numero de
condicién de las ecuaciones normales segin se efectie o no el centrado de las
abscisas.

c) Halla el error cuadratico y el indice de determinacion del polinomio de grado 3.

d) Estima el nimero de parados en febrero de 2002, de seguir esa tendencia.

e) Obtén el mismo polinomio con polyfit, de tres maneras: a partir de los datos
iniciales, centrando las abscisas y centrando y escalando. Compara la magnitud
relativa de los coeficientes. Genera graficos con los polinomios obtenidos de
cada manera.

Problema 2

La densidad del aire p (en g/m’) varia con la altura / segiin la tabla siguiente

h 7 110 | 15 | 21 27 134 | 39 | 43 | 47 | 51 | 55 59 | 61

p |556 [369 |191 | 75 1262 |99 |44 |23 |14 (08 |05 (033 ]0.25

a) Halla el ajuste polindmico de menor grado con indice de determinacién mayor
que 0.99. ;Cual es el error cuadratico?

b) Dibuja los datos y el polinomio ajustado. Explica por qué este ajuste no resulta
adecuado para alturas grandes.

c) Ajusta los datos a un modelo exponencial. Compara el error y el
comportamiento del ajuste con el caso anterior.

Problema 3

La tabla siguiente muestra los valores de la temperatura ambiente medida a distintas
horas del dia.

Hora 6 8 10 12 14 16 18 20

Grados 7 9 12 18 21 19 15 10
Normaliza las abscisas y ajusta un polinomio minimo-cuadratico de cuarto grado por los
siguientes procedimientos:
a) Planteando un sistema lineal sobredeterminado y resolviendo directamente las
ecuaciones normales.
b) Aplicando previamente la factorizaciéon QR segun el algoritmo de Gram-Scmidt
a la matriz del sistema.
¢) Aplicando el algoritmo qr de MATLAB para obtener la factorizacion.
d) Resolviendo el sistema sobredeterminado mediante la contrabarra, \.
e) Calculando directamente el polinomio mediante polyfit.

Problema 4

La tabla adjunta muestra valores de una sefial sinusoidal
y=Ksin(at + @)
de la que se conoce la frecuencia @ = 1 y se quiere estimar la amplitud K y la fase ¢. El
cambio
P=Kcos(p), Q=Ksin(p)
convierte el problema en uno lineal:
y = Psin(wt)+ Qcos(axt).




t 0 1.5 3 4.5 6
y | -0.0713 |-2.1641 | 0.8403 |2.2658 |-0.5283

Estima los valores desconocidos, halla el error cuadratico y representa los datos y el
ajuste.

Problema 5

La tabla adjunta muestra la distribucion de los errores en la medida de 100 piezas
salidas de una méaquina.

Error| -1 |-0.8 |-0.6 |04 |-0.2 0| 02| 04| 06 | 08 1

Frec. 4 4 11 10 15 18 16 8 9 2 3

a) Suponiendo que la distribucion es de la forma
1
ax> +b’
donde x es el error e y la frecuencia, se trata de determinar los pardmetros desconocidos
ayb.
b) Ajusta una distribucion del tipo

2
—ax

y=Ke
¢) ¢(Cual de los dos modelos explica mejor los datos?

Problema 6

Considera los datos de matricula en estudios universitarios de los ultimos afios, segiin
datos del INE que se muestran en la siguiente tabla

Centros Cursos

1993-94 1994-95 1995-96 1996-97 1997-98  1998-99 1999-00' 2000-01
TOTAL 1.365.737 1415612 1.471.441 1.536.409 1.570.588 1.580.158 1.582.698  1.540.596
Licenciaturas 799.750  808.944  832.977 862436  872.856  861.651 844.822  807.865
Arq. e Ingenierias 115.359 124.958 133.556 141.731 148.272 153.203 158.905 158.600
Diplomaturas 281.945 302184 315282  330.209  338.967 349239  354.984  347.131
Arg. e Ingen. Técn. 168.683  179.526  189.626  202.033 210493  216.065 223987  227.000

a) Construye una tabla que estime los valores correspondientes al periodo 2001-2006
mediante aproximacién minimo cuadratica.

b) Justifica la eleccion del polinomio aproximante.

c) Representa graficamente los resultados.

Problema 7

Genera una nube de puntos (x;, ;) dividiendo el intervalo [0, a] en n partes iguales,
siendo a>0 y n>5 dos numeros fijados por ti, y tomando y; = erf(x;).

a) Ajusta los puntos por polinomios de grado 0, 1, 2,... , n—1 y represéntalos junto a
la funcion erf(x) en el intervalo [0, a]. Compara cada polinomio ajustado con la
funcién erf(x) para bastantes puntos y observa la relacion entre el error maximo
y el grado del polinomio.

b) Como la funcién erf(x) es impar (erf(—x)=—erf(x)), parece razonable
aproximarla mediante un polinomio impar

erf(x) = ¢, x +c,x° ++--+¢,x°*




Analiza de nuevo como varia el error maximo en funcion del grado del

polinomio.

¢) Los polinomios no son muy adecuados para aproximar erf(x) porque no estan
acotados cuando x se hace grande, mientras que erf(x) tiende a 1 al tender x a
infinito. Por ello, utilizando los mismos datos, ajusta un modelo de la forma

erf(x)=c, + e (c, +ciz+c,z” +cx’)

1 .. . o
donde z = - Compara el error maximo con el de los ajustes polindmicos.

+X

Problema 8

(Nota: en estas tablas, el punto indica millares)

Ao

1.988
1.989
1.990
1.991
1.992
1.993
1.994
1.995

11.689

29.783

54.712
108.451
180.296
257.250
411.930
928.955

a) Ajusta un polinomio de grado 7 a los datos de la tabla anterior. Modifica
previamente el origen de tiempos para mejorar el comportamiento numérico del
problema. Representa graficamente el polinomio obtenido.

b) Elige el menor grado del polinomio minimo cuadratico que aproxime estos datos
con la condicion de que el indice de determinacion sea mayor que 99%.

¢) Compara las predicciones efectuadas mediante los polinomios anteriores con los

datos de la tabla siguiente.

Ano

1996
1997
1998
1999
2000
2001

2.988
4.330

7.051
14.884
24.266
29.656

d) Con toda la informacion de que dispones, elabora un informe para una operadora
de telefonia movil estimando la evolucién del mercado en 2002 y 2003.
Recuerda comprobar tus predicciones cuando se publiquen los datos reales.

14.6 Soluciones

Problema 1

a) Introducimos los datos en vectores columna:

x = (1991:2001)"';



y = [2.362373; 2.337472; 2.471228; 2.774579;
2.575873; 2.427015; 2.262721; 2.067830;
1.783940; 1.659820; 1.5989201];

Generamos las ecuaciones normales de la recta de regresion:

m = length(x);

N = [sum(x.”"2), sum(Xx);

; sum(x), m]
[sum(x.*y); sum(y)]

o =
N =
43824286 21956
21956 11
c =
1.0e+004 *
4.8536
0.0024

La solucién proporciona los coeficientes de la recta B (x) = a,x +a,. La evaluamos en ¢

y la representamos junto con los datos.
p = N\c

yp = polyval (p,x);
plot(x,y,"*',x,yp)

title ('Recta de regresidn')

p:
-0.0938
189.4066
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b) Para determinar el ajuste minimo-cuadratico de grado 3, construimos primero la
matriz de van der Monde, obtenemos las ecuaciones normales, multiplicando por la
transpuesta y las resolvemos.

A= [x."3, x.°2, x, x.70];
N = A'*A

c = A'*y

p = N\c

2
Il



1.0e+020 *
6.9562
0.0035
0.0000
0.0000

.0035
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000

.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O
O O O O
O O O o

1.0e+011 *

1.9329

0.0010

0.0000

0.0000
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.

Results may be inaccurate. RCOND = 3.205179e-035.

(Type "warning off MATLAB:nearlySingularMatrix" to suppress this
warning.)

p =
1.0e+005 *
0.0000
-0.0000
0.0023
-1.7791

El nimero de condicidn el sistema es muy elevado. El sistema es casi singular.
cond (N)

ans =
1.1361e+035

Repretimos el célculo centrando los datos

xXm = mean (x) ;
XN = X—-Xm;
A = [xn."3, xn."2, xn, xn.”0];
N = A'*A
c = A'*y;
pn = N\c
cond (N)
N =
41030 0 1958 0
0 1958 0 110
1958 0 110 0
0 110 0 11
pn =
0.0033
-0.0207
-0.1523
2.4176
ans =

8.5584e+003

Comparando graficamente los resultados se aprecia que al ajustar con las abscisas
iniciales se pierde el término de grado 3, debido a la diferencia relativa de los valores de
los coeficientes del polinomio.

xg = linspace (1991,2001);

yg = polyval(p,xqg);

Xgn = Xg-xm;

ygn = polyval (pn,xgn) ;

plot(x,y,"'*',xq9,vg9,"':"',xg,ygn),
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¢) Error cuadratico: evaluamos el polinomio en las abscisas y lo comparamos con las
ordenadas:

yp = polyval (pn, xn) ;

E2 = norm(y-yp) "2

E2 =
0.0876

indice de determinacion: comparamos las desviaciones de las ordenadas calculadas y de
las ordenadas de los datos respecto a su media:

ym = mean(y);

I = (norm(yp-ym)/norm(y-ym)) "2

0.9411

d) El valor del polinomio en 2002 (previo desplazamiento) estima el nimero de parados

de ese afio.
polyval (pn,2002-xm)

ans =
1.4702

e) Repetimos los célculos con polyfit. Primero con las abscisas originales: MATLAB
avisa de la necesidad de centrar los datos, aunque el resultado es mas preciso que el
obtenido a partir de las ecuaciones normales. Evaluamos el polinomio para comparar
con los otros ajustes.

p = polyfit(x,vy,3)

yg = polyval (p,xq);

Warning: Polynomial is badly conditioned. Remove repeated data points
or try centering and scaling as described in HELP POLYFIT.
(Type "warning off MATLAB:polyfit:RepeatedPointsOrRescale" to suppress
this warning.)
> In C:\Matlab\toolbox\matlab\polyfun\polyfit.m at line 75
p:
1.0e+007 *



0.0000 -0.0000 0.0039 -2.6221

Los coeficientes del polinomio ajustado tienen escalas muy diferentes: de 10~ a 10*.
Centrando las abscisas a la media evitamos el aviso de inestabilidad y obtenemos un
polinomio cuyos coeficentes estan mejor escalados:

p = polyfit(xn,y,3)

ygn = polyval (p,xgn) ;

p:
0.0033 -0.0207 -0.1523 2.4176

La sintaxis mas compleja de polyfit centra y normaliza las abscisas, proporcionando

el polinomio con coeficientes mas equilibrados.
[p,s,mu] = polyfit(x,vy,3)

xgu = (xg-mu(l))/mu(2);

ygu = polyval (p,xgu) ;

p:
0.1199 -0.2272 -0.5051 2.4176
S=
R: [
df: 7
normr: O
mu =
1.0e+003 *
1.9960
0.0033

4x4 double]

.2960

Los valores de los tres ajustes son suficientemente aproximados para no ser
graficamente distinguibles. La diferencia entre los dos tltimos es del orden de 107" y la
de éstos con el primero, del orden de 107,

plot(x,y,"*",xg9,y9,xg9,ygn, '+',xg,ygu, 'o")

max (abs (ygn-yg) )

max (abs (ygn-ygu) )

ans =
6.8915e-008
ans =
2.8866e-015
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Figura 5 Ajustes de polyfit con distintas abscisas

Problema 2

a) Ajuste polinomico

Almacenamos los datos en sendos vectores

h = [7 10 15 21 27 34 39 43 47 51 55 59 61];

r [556 369 191 75 26.2 9.9 4.4 2.3 1.4 0.8 0.5 0.33 0.25];
y probamos con un polinomio de tercer grado

p = polyfit(h,r,3)

p = -0.0131 1.7017 -70.8466 941.9188

Para hallar el indice de determinacion evaluamos el polinomio y comparamos con los
datos:

rp =polyval (p,h);

rm = mean (r);

indice= (norm(rp-rm) /norm (r-rm)) "2

indice = 0.9886

Aumentamos el grado y comprobamos que el polinomio pedido es el de grado 4.
p = polyfit(h,r,4)

rp =polyval (p,h);

rm = mean (r);

indice= (norm(rp-rm) /norm(r-rm)) "2

p = 1.0e+003 * 0.0000 -0.0001 0.0039 -0.1097 1.1436
indice = 0.9990

El error cuadratico sera
norm(rp-r) "2
ans = 359.1253

b) Evaluamos el polinomio para varias alturas y lo representamos junto a los datos
hg = 5:5:65;

rg = polyval (p,hg);

plot(h,r,"'*',h,rp, '0',hg, rqg)
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Figura 6: Ajuste polinomico

El ajuste no representa adecuadamente los datos porque para altura grande toma valores
negativos y finalmente se hace creciente.

¢) Proponemos un modelo del tipo
Ah+B

p=¢c
que se linealiza tomando logaritmos:
logp=Ah+B

Realizamos los célculos con MATLAB ajustando un polinomio de grado 1 al logaritmo
de la presion:

lr=log(r);

p=polyfit (h,1lr,1)

p:
-0.1459 7.3088

Evaluamos el polinomio en / para obtener el error cuadratico
ly=polyval (p,h);

y=exp (ly);

norm(r-y) "2

ans =
1.3918e+003

El error cuadratico es mayor que el del ajuste polindmico, pero ahora se obtiene una
funcién positiva decreciente, con menor error para valores grandes de 4, como se
aprecia en el grafico siguiente.

lyg=polyval (p, hq);

yg=exp (lyg) ;

plot (h,r,"'*"',hg,yqg)
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Figura 7: Ajuste exponencial



Problema 3

Introducimos los datos en columna:

t = [6; 8; 10; 12; 14; 1l6; 18; 201;
y = [7; 9; 12; 18; 21; 19; 15; 10];
Normalizamos las abscisas:

m = mean (t);

s = std(t);

X (t-m) /s;

a) La matriz del sistema sobredeterminado es
A= [x.M" x."3 x.72 x x.7°0]

A =
4.1684 -2.9173 2.0417 -1.4289 1.0000
1.0851 -1.0631 1.0417 -1.0206 1.0000
0.1406 -0.2296 0.3750 -0.6124 1.0000
0.0017 -0.0085 0.0417 -0.2041 1.0000
0.0017 0.0085 0.0417 0.2041 1.0000
0.1406 0.2296 0.3750 0.6124 1.0000
1.0851 1.0631 1.0417 1.0206 1.0000
4.1084 2.9173 2.0417 1.4289 1.0000

La columna de términos independientes es el vector de temperaturas. Formamos las
ecuaciones normales:

N = A'*A;
c = A'*y;
Resolviéndolas obtenemos los coeficientes del polinomio buscado:
p = N\c
p =
2.2159
-2.4866
-9.9006
6.0206
19.5488

Representémoslo graficamente:
xg = (tg-m)/s;

yg = polyval(p,xg);
plot(t,y,'*',tg,v9)
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b) El algoritmo de Gram-Schmidt modificado se traduce en la siguiente funciéon de
MATLAB
function [Q,R]=migr (A)

o o

Factorizacidén de la matriz a en g ortogonal
y r triangular superior invertible
Las columnas de a deben ser independientes

o°

o°

1: =

[1;
e(A);

H — 10
2
::5
Il D N

norm(A(:,3));
’ A(:Ij)/R(jlj);

3,7
J

or k = j+1l:n
R(
A(:

[

] si
or j = 1:

( )

(:,3)

j,k) = dot(A(:,k),0Q(:,3))7
k)

A(:,k)-R(J,k)*Q(:,7);
end
end

Esta funcion descompone A4 en los factores

Q
R
Q:
0.6839 -0.6626 -0.1632 0.1957 0.0423
0.1780 -0.2415 0.5794 -0.4304 -0.1946
0.0231 -0.0522 0.3676 -0.4863 0.2398
0.0003 -0.0019 0.0497 -0.2001 0.6347
0.0003 0.0019 0.0497 0.2001 0.6347
0.0231 0.0522 0.3676 0.4863 0.2398
0.1780 0.2415 0.5794 0.4304 -0.1946
0.6839 0.6626 -0.1632 -0.1957 0.0423
R =
6.0947 0 3.1810 0.0000 1.7707
0 4.4031 0 2.4509 0
0 0 0.8204 0 1.6670
0 0 0 0.9965 -0.0000
0 0 0 0 1.4443



La soluciéon minimo cuadratica del sistema sobredeterminado Ax =b se obtiene
resolviendo el sistema triangular Rx =Q"b .
pb = R\ (Q'*y)

pb =
2.2159
-2.4866
-9.9006
6.0206
19.5488

¢) En lugar de Gram-Schmidt, factorizamos A4 por el algoritmo gr de MATLAB
A= [x."M x."3 x.7"2 x x.7°0];
[Q,R] = gr(A,0)

Q:
-0.6839 -0.6626 0.1632 0.1957 -0.0423
-0.1780 -0.2415 -0.5794 -0.4304 0.1946
-0.0231 -0.0522 -0.3676 -0.4863 -0.2398
-0.0003 -0.0019 -0.0497 -0.2001 -0.6347
-0.0003 0.0019 -0.0497 0.2001 -0.6347
-0.0231 0.0522 -0.3676 0.4863 -0.2398
-0.1780 0.2415 -0.5794 0.4304 0.1946
-0.6839 0.6626 0.1632 -0.1957 -0.0423

R =
-6.0947 0 -3.1810 0 -1.7707
0 4.4031 -0.0000 2.4509 0.0000
0 0 -0.8204 0 -1.6670
0 0 0 0.9965 0.0000
0 0 0 0 -1.4443

y la solucion se obtiene igual
pc = R\ (Q'*y)

2.2159
-2.4866
-9.9006

6.0206
19.5488

d) El polinomio que resulta resolviendo el sistema sobredeterminado es
pd = A\y

2.2159
-2.4866
-9.9006

6.0206
19.5488

e) Obtenemos ahora el polinomio directamente con polyfit
pe = polyfit(x,v,4)

pe =
2.2159 -2.4866 -9.9006 6.0206 19.5488



Comprobamos que, con la precision mostrada, el resultado es siempre el mismo. Los
apartados c) y e) dan exactamente el mismo resultado, pues polyfit aplica qr a la matriz
del sistema. Las diferencias en valores del polinomio entre los distintos apartados son
del orden de 107",

Problema 4
Determinamos M y N resolviendo por minimos cuadrados el sistema obtenido al
sustituir cada par de datos en la ecuacion
v =M sin(wt)+ N cos(wr).
Efectuamos los célculos con MATLAB. Almacenamos los datos en columna:
t=(0:1.5:6)"';
y=[-0.0713 -2.1641 0.8403 2.2658 -0.5283]";
Construimos la matriz del sistema y resolvemos las ecuaciones normales:
A=[sin(t) cos(t)];
N=A'*A;
c=A"*y;
x=N\c

x =
-2.0552
-0.7831

Deshacemos el cambio de variables para obtener el médulo y la fase de la sefal:

F =P +0%; tan(g0)=%

F = norm(x)
fi = atan2 (x(2),x(1))
P =
2.1994
fi =
-2.71776

Evaluamos el resultado en los datos y calculamos el error:



yp = AXX;
E2 = norm(y-yp) "2

E2 =
0.7675

Para hacer el grafico, evaluamos el ajuste en un rango mas detallado:
tg = linspace(0,2*pi)';

yg = F*sin(tg+fi);

plot(t,y,"'*',t,yp, "+',tg,v9)

3 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7
Problema 5
a) Editamos unos vectores columna con los datos:
x = (-1:0.2:1)";

y = [4 4 11 10 15 18 16 8 9 2 31";
Invirtiendo ambos términos se obtiene un modelo lineal:
ax*+b=1/ y
El sistema sobredeterminado tiene matriz A y términos independientes 1/y.
A=[x."2 x.701;
c=1./y;
Lo resolvemos directamente con MATLAB:
p = A\c

P =
0.2908
0.0605

Hallamos el error cuadratico en términos de los datos originales
zp = A*p;
E2= norm(y-1./zp) "2

E2 =
49.0025

Representamos graficamente el ajuste:
xg = linspace(-1,1);



zg = 1./ (p(1)*xg."24+p (2));
plot (x,y,"*',xqg, zQ9)

b) Linealizamos el modelo tomando logaritmos
logy =logK —ax’

Resolvemos las ecuaciones normales:
A=[x."0 -x."2];

c=log(y);
p = A\c
p =
2.6840
1.7298

Hallamos el error cuadratico en términos de los datos originales, observando que es
ligenrmente superior al del modelo anterior.

zp = A¥p;

E2= norm(y-exp (zp)) "2

E2 =
51.4532

Representamos graficamente el ajuste:
xg = linspace(-1,1);

zg exp(p(l)-p(2)*xg."2);
plot (x,vy, '*',xqg, zq)
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Recta de Regresion

>> X = (1988:1995);
>>y =[28.13032.334.6 35.336.4 37.5 38.5];
>> par(x,y)

>> N = [sum(x.2) sum(x); sum(x) length(x)];
>> ¢ = [sum(x.*y); sum(y)];

>>p=N\c
p =
1.0e+003 *
0.0015 -->lapendiente
-2.8892 --> cortecon gey

-- Representacion Gréfica: --

>> x_graf = linspace(1988, 1995);
>>y graf = polyval(p,x_graf);
>> plot(x,y,".'\ x_graf,y_graf)

-- Error Cuadrético: --

>>yp = polyval(p,x);
>> E2 = norm(y-yp)"2
E2 =

3.4554

(NOTA:

%norm hace laraiz de la suma de los cuadrados
NORM (V,P) = sum(abs(V).*"P)1/P).

NORM (V) = norm(V,2).

)

-- Justificacion utilizando la premultiplicacion por |latraspuesta: --

>> A =[x x.M0]
A=
1988 1
1989 1
1990 1
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1991 1
1992
1993
1994
1995

N

>>N=A"A
N =
31728620 15932
15932 8

>> =A™y
c=
1.0e+005 *
5.4314
0.0027

>>p=N\c

Ajuste con polinomio de mayor grado:

>> A =[x 2 Xx x.N0];

>>N = A*A;

>>c=A"y;

>> hold on

>>p = N\c;

>>y_graf = polyval(p,x_graf);
>>plot(x,y,"' x_graf,y_graf)

-- Error cuadrético: --

>>yp = polyval(p,x);
E2 = norm(y-yp)"2
E2 =
0.6005
Es un error cuadratico bastante menor

-- Reduccion del condicionamiento --
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>> XN = X - mean(X)
XN =

-3.5000

-2.5000

-1.5000

-0.5000

0.5000

1.5000

2.5000

3.5000
>> A = [xn. 2 xn xn."0];
>>N = A*A;
>>c= A"y,
>>p = N\c;

>>vy graf = polyval(p,x_graf-mean(x));
>> plot(x,y,".'\ x_graf,y_graf,'d)

-- Mayor grado --

>> A = [xnA3 xn.A2 xn xn.A0;
>>c= A"y,

>>N = A*A;

>>p = N\c;

>>vy graf = polyval(p,x_graf-mean(x));
>> plot(x,y,".'\ x_graf,y_graf,'d)
>>yp = polyval(p,x);

-- Error cuadratico --

>>yp = polyval(p,xn);
>> E2 = norm(y-yp)"2
E2 =

0.5238

-- Indice de determinacion --
>> |=norm((yp-mean(y))/norm(y-mean(y)))."2

0.9944
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--- Factorizacion QR --

[Q.R] = ar(A)
>>p=R\(Q™y)
p =

0.0114
-0.1304

1.3627
34.7719

% Utilizando la'magnificiencia de Matlab xD
>> Aly
ans =
0.0114
-0.1304
1.3627
34.7719

y =[11.689 29.783 54.712 108.451 180.296 257.250 411.930 928.955]'

>>y exp =[11.689 29.783 54.712 108.451 180.296 257.250 411.930 928.955]";
>> X_exp =[1988:1995]";

%Linealizaciony = KeMa*t) -->logy =log K + a*t

>>y =log(y_exp);
>> 1= X_exp;

>> A =[ttA0];
>>N = A*A;
>> c=A"y;,
>>p = N\c;

% Comprobacion de que lo lineal estabien
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>> x_graf = lingpace(1988,1995);
>> plot(t,y,." x_graf,polyval (p,x_graf))

% 'Deshacer el cambio'

>> x_graf = lingpace(1988,1995);
>>vy graf = exp(polyval(p,x_graf));
>> plot(x_exp,y_exp,".' . x_graf,y graf)

Ejemplo

>> x = (1988:1995)";

>>y =[28.13032.334.6 35.336.4 37.5 38.5]";
bar(x,y)

>> bar(x,y)

>> A = [xA2 X X0,

>>N=A"A;

>>c= A"y,

>> sol = N\c

>> xg = linspace(1988,1995);

>> yg = polyval(sol, linspace(1988,1995));
>> plot(linspace(1988,1995), yg)
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Aproximacion funcional minimo cuadratica

-- Los puntos serviran tanto para plot como paraintegrar con trapz

>> h =0.001;
>>x = 0:h:1,;
>>y = sn(pi*x."2);

-- Dibujamos lafuncion
>> plot(x,y)
-- Creamos €l sistema
>> N = hilb(3); %matriz coeficientes
>> (1) = trapz(x,y);
>>(2) = trapz(X,y.*X);
>> (3) = trapz(x,y.*x."2);
>> b = b(:); Yovector terminos independientes
-- Resolvemos el sistema
>>c=N\b
c=
-0.3552
3.5790
-2.7884
el polinomio se ha obtenido de menor a mayor grado, pero matlab funciona al reves.
Hay que darle lavuelta.
>> p = flipud(c);

-- Dibujamos la aproximacion

>> 7 = polyval(p,x);
>> pIOt(leil:'axvz)

-- Convendria aumentar el grado del polinomio

El problema de este método es que |os cal cul os hechos no tienen
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ninguna utilidad. Hay que recalcularlo todo.

>> N = hilb(4);
>> b(4,1) = trapz(x,y.*x."3);
>>c=N\b
c=
0.0811
-1.6560
10.2993
-8.7251
>> p = flipud(c);
>> z = polyval (p,x);
>> plot(x,y,"",X,2)

-- Condicionamiento
>> cond(N)
ans =

1.5514e+004
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15. Aproximacién funcional minimo-
cuadratica. Polinomios ortogonales

En el tema anterior obteniamos el polinomio p(x) de cierto grado que mejor aproximaba
un numero finito de puntos en el sentido de hacer minimo el error cuadratico. En este
tema, el objetivo es aproximar, no un nimero finito de puntos, sino toda una funciéon en
un intervalo mediante una combinacion lineal de funciones base.

Para ello usaremos también un producto escalar, pero ahora definido en un espacio
infinito dimensional, que contiene en particular a las funciones continuas en el intervalo
de trabajo.

Tal producto se define mediante una integral y su célculo practico es mas costoso
que el de un producto escalar en dimension finita. Conviene, por lo tanto, trabajar con
bases ortonormales para efectuar el minimo nimero posible de productos escalares.

Analizaremos varias de estas bases ortonormales, adecuadas cada una de ellas para
aproximar distintos tipos de funciones y que tienen importantes aplicaciones, ademas de
la aproximacion propiamente dicha, como son la integracion numérica y la resolucion
de ecuaciones en derivadas parciales.

Planteamos en primer lugar el problema de la aproximacion funcional minimo
cuadratica y lo interpretamos como la minimizaciéon de una norma procedente de un
producto escalar. La solucion viene dada por una proyeccion ortogonal respecto a dicho
producto escalar.

El célculo de la proyeccion ortogonal desemboca en la formulacion de las ecuaciones
normales. En la practica, la obtencion de estas ecuaciones resulta muy costosa, y lo que
es peor, el sistema lineal resultante suele ser mal condicionado.

Estos inconvenientes aconsejan la utilizacion de bases ortonormales en los
subespacios de las funciones aproximantes.

La aproximacion polindmica se puede realizar considerando distintos sistemas de
polinomios ortogonales, obtenidos al aplicar el método de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt a los polinomios basicos 1, x, X%, ..., con respecto a distintos productos
escalares. Los polinomios ortogonales méas utilizados en intervalos acotados son los de
Legendre y los de Chebyshef.

15.1. Aproximacion Funcional Minimo-Cuadratica

Dada una funcién f real o compleja, definida en un intervalo [a, b], se trata de
aproximarla mediante una funcién g combinacion lineal de funciones sencillas,
llamadas funciones base:

g(x)=c g (x)+c,g,(x)+--+¢,g,(x)
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Las funciones base g; son dadas y los coeficientes ¢; se determinan de modo que se
minimice la distancia entre /'y g. En este tema consideramos distancias que provienen
de un producto escalar. Veamos pues, en primer lugar, coémo se define el producto
escalar en un espacio de funciones.

Supongamos que las funciones toman valores reales. Se define el producto escalar
mediante la integral

<fog>= [ Wi/ () g0 ds

donde w(x) es una funcion no negativa en el mismo intervalo, denominada peso. Si  las
funciones toman valores complejos, para que el producto escalar té bien definido,
hemos de conjugar uno de los factores

<fog>=] w1020 ds

a

Distintas elecciones del peso dan lugar a diferentes productos escalares. Una eleccion
sencilla consiste en considerar un peso constante.
A partir del producto escalar se define la norma

I =< 1.1 >=[ W f @) 7 dx= [ wel s dx
y a partir de la norma, la distancia entre f'y g:

d(f.g)=|/-g|

Volviendo a nuestro problema, tratamos de hallar la funcién g, combinacién lineal de
las funciones base, a menor distancia de f. Por las propiedades del espacio euclideo, g es
la proyeccion ortogonal de f sobre el subespacio engendrado por las funciones base.
Para obtener dicha proyeccion, descomponemos f en dos sumandos: uno, combinacion
lineal de las funciones base, y el otro, ortogonal a las mismas:

f:g+h:clgl+02g2+.“+cngn+h

Al imponer la ortogonalidad de h a las funciones base, se obtiene el sistema de
ecuaciones normales, cuya solucion proporciona los coeficientes de la proyeccion
buscada.

<f.8>=¢<g,8 >+, <88 >++¢,<g,.8 >
donde hemos omitido el término que se anula < 4, g, >.

Ejemplo 1

Aproximemos la funcién f(x)=sin(x*) en el intervalo [0, 1] mediante un polinomio
p(x) de grado 2 que minimice el error cuadratico

2 ! 2
£ =|f=pf =] lr-peof dx
Descomponemos f{x) en suma de un polinomio de grado 2, p(x) y una funcién, g(x).
f(x)=c, +cx+c,x” +q(x)

Exigimos que ¢ sea ortogonal a 1, x y x°:
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< f(x),1> =c,<1l,1>  +¢ <x,1> +cz<x2,1>
<f(x),x> =c,<l,x> +¢ <x,x> +02<x2,x>
<f(x),x*> =c,<1,x*> +c, <x,x°> +c,<x’,x>>
9 0 s 1 b 2 s

Los elementos de la matriz del sistema se pueden calcular analiticamente

o o 1
n;; =< x 7 x >=I X dy = ——
0 i+j-1
resultando asi la llamada matriz de Hilbert
1
0.8+ .
0.6+ i
0.4} |
0.2+ i
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 3 3
N=ld ot

W|—

1
4

Los términos independientes se obtienen analiticamente en este ejemplo con un poco
mas de esfuerzo, pero en general hay que aplicar una férmula de cuadratura numérica.
Para no tener que editar un fichero de funcion por cada integrando, utilizamos un
método de integracion que acepte como parametro de entrada los valores del integrando
en los nodos, en lugar de la funcion que evalua el integrando. Por ejemplo, podemos
aplicar la funcion trapz de MATLAB o editar un programa como el siguiente que
aplica el método de Simpson.

function s = simpson(x,yVy)

n = length (x);

h = x(2)-x(1); % Nodos equiespaciados

s = h/3*(y(1l) + y(n) + 4*sum(y(2:2:n-1)) + 2*sum(y(3:2:n-2)));

Determinemos el polinomio minimo-cuadratico operando con MATLAB. Tomamos
bastantes nodos para que la estimacion de la integral por trapecios sea suficientemente
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precisa (en caso de duda, deberiamos usar trapecios iterativo u otro método de mayor
orden). Representamos la funcion a aproximar.

h = 0.001;

X = th:1;

\ sin(pi*x."2);
plot (x,y)

Construimos y resolvemos el sistema de ecuaciones normales. La matriz,
directamente y los términos independientes evaluando las integrales.

N = hilb(3);

b(l) = trapz(x,VY);

b(2) = trapz(x,y.*x);
b(3 trapz (x,y.*x.%2);
b =

c

(
\b

o
Il

0.5049

0.3183

0.2187
C:

-0.
3.
-2.

3552
5790
7884

Ordenamos los coeficientes del polinomio de mayor a menor grado y lo
representamos graficamente.

p = flipud(c);
z = polyval (p,x);
plot (x,vy,x%x,2z)

0.5

-0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Estimamos el error cuadratico integrando el cuadrado de la diferencia entre la
funcion y la aproximacion.

E2 = trapz(x, (y-z)."2)
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E2

0.0278

Ejercicio 1

Dibuja el polinomio minimo cuadratico de tercer grado que aproxima la funcién
dada.

Ejemplo 2
Aproxima la funcién f(x)=1/x por un polinomio de cuarto grado, minimo-

cuadréatico con respecto a la norma integral en el intervalo [1,10].
Procedemos como en el ejemplo anterior, pero realizando las integrales en el
intervalo [1,10]. La matriz del sistema tiene elementos

A , 0 10771 1
n;; =< x ™ x! >:J. X de=——
| i+j+1
y los términos independientes son
- 101 107 —1
bi:<f(x),x’l>zj —xdx=———
X i+j+1

para y los términos independientes son
Efectuamos los calculos con MATLAB. Podemos obtener la matriz del sistema
mediante dos bucles anidados:

for i=1:5
for j=1:5
k=i+3-1;
N(i,3)=(10"k-1)/k;
end
end

Una alternativa mas eficiente por no usar bucles, sugerida por el codigo de la funcién
hilb es la siguiente:

J = 1:5;

J = ones(5,1)*J;
I =J";

K = I+J-1;

N = (10.7K-1)./K;

Aplicando trapz a una matriz cuyas columnas son los sucesivos integrandos,
obtenemos de una vez los términos independientes:

= 0.01;

(1:h:10)";

= 1./x;

[y, V.*%x, Vv.*x."2, y.*x."3, y.*x."];
= trapz(x,Y)"'

O KK X O
|
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1.0e+003 *
0.0023
.0090
.0495
.3330
.4998

N O OO

Resolvemos el sistema para obtener el polinomio minimo-cuadratico y lo
representamos junto a la funcion a aproximar.

c = N\Db

P flipud(c);

z = polyval (p,x);
plot(x,vy,x,2)

1.5641
-0.8302
0.1920
-0.0199
0.0008

0.8

0.6

0.4

0.2

0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

El error cuadratico es:

E2 = trapz(x, (y-z)."2)

E2

0.0019

La condicion del sistema de ecuaciones normales es elevada, lo que limita en la
practica el grado del polinomio de aproximacion.

cond (N)

ans =
6.8266e+009
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15.2. Bases ortogonales

En los ejemplos anteriores, el sistema de ecuaciones normales del que se obtiene el
polinomio minimo-cuadratico es mal condicionado. Esto se debe a que las funciones 1,
X, x2, ..., son "poco" independientes en el intervalo [0, 1], como sugiere la semejanza de
sus graficas.

Aproximando en otros intervalos o respecto a otras funciones, la matriz no tiene una
expresion analitica tan sencilla, obteniéndose mediante el célculo aproximado de
n(n+1)/2 integrales (es simétrica), lo que supone un coste considerable.

Para evitar estos problemas, recurrimos a una base ortogonal {gl, J< S gn} del

subespacio sobre el que proyectamos. De este modo, se asegura, por una parte, la
"maxima" independencia posible entre las funciones base y, por otra, se reduce el

numero de integrales a calcular (la matriz es diagonal, pues <gk, g_/.> =0, parai#j)y

se mejora la estabilidad numérica. Multiplicando escalarmente la descomposicion
f=g+th=cg teg ++eg, +h
por gj se obtienen unas ecuaciones normales de solucién inmediata

<f,g.,>=c¢,<g.,,g, > parak=1,2, ..., n.

Cada sumando ¢, g, es la proyeccion ortogonal de f sobre la direccion g y al ser

estas direcciones ortogonales, la proyeccion ortogonal g sobre el subespacio generado es
la suma de estas proyecciones.

Debido también a la ortogonalidad, el error cuadratico se expresa sencillamente
como suma de los cuadrados de las normas de las proyecciones en la direccion de los
vectores basicos.

2

If =l = ~lel” =lesgall +lesgal +---+

El afiadir un elemento mas a la base ortogonal supone el minimo trabajo, pues las
operaciones previas se aprovechan completamente. Asi, por ejemplo, si tenemos un
sistema ortogonal de polinomios de grado creciente, podemos obtener sucesivamente la
mejor aproximacion de cada grado. En el caso de base no ortogonal, al cambiar de
grado, cambia completamente la solucion de las ecuaciones normales.

Por estas razones, a partir de ahora, trabajaremos siempre con bases ortogonales para
obtener aproximaciones funcionales minimo cuadraticas.

cng}?

15.3. Polinomios de Legendre

Consideremos el espacio de las funciones continuas en el intervalo [-1, 1] con el
producto escalar definido por la integral

<fig>=] (800 ds

Tratamos de obtener una base ortogonal del subespacio de los polinomios de grado
menor o igual que n. Para ello, podemos ortogonalizar sucesivamente los polinomios
1,x, x°, ... x, con respecto a dicho producto escalar. Los polinomios ortogonales
resultantes, salvo un factor constante, se denominan polinomios de Legendre. Los
primeros polinomios son:
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P =1 3
o (%) P3(x):5x 3x
P(x)=x
2 _ 35x* =30x* +3
Po=2l R@=T

Los polinomios de Legendre verifican la siguiente relacion recursiva, que se utiliza
para generarlos.

F(x)=1
R(x)=x
Py (x) = ((2k +1)xP, (x) = kP,_, (x))/(k +1)
parak=1,2, ...
Po
1 I
08 |
06 Ps P,
04 | P
02 ya
0 i \ /,///
02 e
\\ /// AN N //
-0.4- N \J/ ~ <
-0.6/ 1
-0.8 .
-1 !
-1 0.5 0 0.5 1

Figura 1: Polinomios de Legendre en [—-1,1]

Aplicando formalmente la recursion, obtenemos los coeficientes del polinomio de
Legendre de cualquier grado. Si ejecutas el programa siguiente con format rat,
puedes comprobar el resultado tal como aparece en las tablas.

function p = polegend(n)

r =1 5 pO(x) =1

g= [1 0] 5 pl(x) = x

for k =1 : n-1 % Polinomio de grado k+1
p=((2*k+1)*[gq 0]- k*[0 O r])/(k+1)
r = qg;
qa = ps

end
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Ejemplo 3
Aproximemos la funcion de Runge f (X):W en [—-1, 1] por un polinomio
+25x
minimo-cuadratico de grado 6, utilizando los polinomios de Legendre Py, Py, P,, ..., Ps.

La aproximacién pedida es
g=c B +c, B ++c, P+ +c P

donde los coeficientes ¢, se obtienen de las expresiones

1 R

_<[R> _I_lf(xm(x)dx_jflnzsf
L <RES Ry 2
2k+1

es el cuadrado de la norma del polinomio Py. Para efectuar

El denominador
2k +1

los calculos editamos un programa de MATLAB que trabaja con los valores de los
polinomios de Legendre, en lugar de su expresion analitica. El programa obtiene un
polinomio ortogonal en cada paso utilizando la relacion de recurrencia, proyecta al
mismo tiempo la funciébn a aproximar sobre dicho polinomio y acumula las
proyecciones obteniendo la mejor aproximacion para cada grado.

1.2

function ¢ = serielegnorm(f,n)
% Aproximacién de f por polinomios de Legendre de grado n en [-1,1]

m = 100* (n+1);
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x = linspace(-1,1,m)"';
y feval (f,x);
plot(x,y,':"), pause

r = ones(size (x));

) = trapz(x,y.*r)/2;
c(l)*r;

Zy

(x,y,"'":',%x,2), pause
Xy

=

lot
) trapz (x,y.*q) *3/2;

z+c (2) *q;

= [2, z];

plot(x,y,':"',x,2), pause

for k = 1:n-1

p = ((2*k+1)*x.*g-k*r)/ (k+1);
c

NNQ,QT NNOQ
o

(k+2) = trapz(x,y.*p)*(2*k+3)/2;

z = z+tc(k+2) *p;
Z = [z, z];
plot(x,vy,"':',x,2), pause
r =49, 9 = ps

end

15.4. Polinomios de Chebyshev

o oo

oe

o oo

oe

o oo

oo

oe

PO
Coeficiente de PO
Aproximacidén de grado O

Pl
Coeficiente de P1
Aproximacidén de grado 1

Pk+1
Coeficiente de Pk+1
Aproximacidén de grado k+1

Términos de la recursidn
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Las funciones 1, cos ¢, cos 2t, ..., cos nt forman un sistema ortogonal con respecto al

producto escalar definido en el intervalo [0, t].

7 cos(j+ k)t +cos(j—k)t

0 sij#k

.L cos( jt)cos(kt) di = L

dt=<mr sij=k=0

T sij=k>0

Si hacemos el cambio de variable x = cos(f), mediante relaciones trigonométricas
podemos expresar estas funciones como polinomios en x:

T,(x) =1
T, (x)=cos(t)=x

T,(x) = cos(2¢t) = cos’ (¢) —sin’ (¢) = cos” (t) — (1 —cos’ (¢)) = 2cos” (1) —1=2x" -1

T, (x) = cos(3t) = cos(2t) cos(t) —sin(2¢)sin(t) = 4cos’ (t) —3cos(t) = 4x° —x

En general podemos poner

T (x)= cos(n arccos(x))

teniendo el cuenta que en realidad es un polinomio, llamado polinomio de Chebyshef de

grado n.

Tras el cambio de variable, la ortogonalidad de los cosenos se convierte en

ortogonalidad entre polinomios
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oSt = % 0 sij#k

_[ " cos(jt)cos(kt) dt = _[ LN e sij=k=0

1 = _— =
dt =——— 1 41— 2
Vi-x? 7 sij=k>0

es decir, que los polinomios de Chebyshef son ortogonales respecto a un producto

escalar integral con peso ;2 en [—1,1]
I-x

') g(x)
,g>=| —F——d.
<f,g> | W x

Alternativamente, estos polinomios se obtienen ortogonalizando las funciones 1, x,
x%, ..., con respecto a este producto escalar.
Como en el caso de Legendre, los polinomios de Chebyshef cumplen una relacion de

recurrencia que es la via mas eficaz para su obtencion.

T,(x)=1
Li(x)=x
Tiw(x) =2xT, (x) =T, (x)
parak=1,2, ...
1) .
/N
0.8} \ Ts ” / T4 \\ Ts
“‘\ \\\ //” \\\
06H \ / \

|
|
|
|
|
/]
/ |
| |
“ \ / ) “
\ / \ |
0.4+ \ \ / \ / in
\ \ \ / |
\ \ / |
\ |

-1 | \\\_// | | \ -
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2

061 | /// \ [
08 | / \ [
\ { ) Y
] //”/ | | . | \\_// g |
0 0.2 0.4 0.6 0.8

En el grafico apreciamos la propiedad fundamental de los polinomios de Chebyshef:
que toman alternativamente valores maximos y minimos iguales a +1 y —1 entre cada
par de raices consecutivas. Dichos valores se alcanzan en el intervalo [-1, 1], en
concreto, el polinomio de grado » tiene extremos en los puntos
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X, =cosk—7[, k=0,1,...,n.
n
Otra propiedad interesante, que comparten con otros polinomios ortogonales como
los de Legendre, es que el polinomio de grado n tiene n raices distintas en el intervalo
[-1, 1]. Las raices se obtienen facilmente de su definicion trigonométrica: el polinomio
de grado 7 se anula en

_ cos 2k -7 ,

k=12,...,n
2n

k

Aproximando una funcién con respecto a la norma que genera los polinomios de
Chebyshef, obtenemos el polinomio de determinado grado que menos se desvia en valor
absoluto de la funcion dada en el intervalo [-1, 1].

Los coeficientes de la aproximacion

g=c,I, +c 1 ++c, T, +---+c,T

n—n
se obtienen de las expresiones
_<fT >

¢, =
<T,.T, >

donde el producto escalar viene dado por la integral

' f(x) g(x)
<f,g>=| —/—=—=—=d
/. 1ol-x? ’

Aunque el integrando tiende a infinito en los extremos del intervalo, la integral existe
si f es acotada. Como la evaluacion numérica de integrales impropias es poco precisa,
haremos el cambio de variable x =cos(¢) que evita la anulacion del denominador.

1 cos(t)=x i
<f,g>= l%dﬁ - i . _ L f(cos(t))g(cos(r))d

Ejemplo 4

Aproximemos la funcion de Runge f(x)= en [-1, 1] por un polinomio de

1+25x°
grado 6, minimo-cuadratico respecto a la norma asociada a los polinomios de
Chebyshef.

Utilizamos un programa analogo al caso de Legendre, modificando adecuadamente
la recurrencia para generar los polinomios de Chebyshef 'y efectuando las integrales con
el cambio de variable x = cos(#) para evitar las singularidades del integrando.

function ¢ = seriechebnorm(f,n)

% Aproximacién de f por polinomios de Chebyshef de grado n en [-1,1]
= 100* (n+1) ;
= pi/m;
= (0:h:pi)"'; % Nodos de integracion

= cos(t); % Cambio de variable
= feval (f,x);

S e e =1



13

plot(x,y,"':"), pause
r = ones(size(x));
c(l) = trapz(t,y)/pi;
z = (1) *r;

4
X,v,"'":',%x,2), pause

trapz (t,y.*q) *2/pi;
+c(2)*q;

y v, "', %, 2), pause
= 1l:n-1

p = 2*X.*q - r;

c(k+2) = trapz(t,y.*p)*2/pi;
z = z+c(k+2) *p;

zZ = [ZI Z];
plot(x,y,"':',x,2), pause

r =49, q9 = ps

end

0@ oo

o\°

o° oo

o\

o oo

o\

o\

Polinomios de Chebyshev

PO
Coeficiente de PO
Aproximacidédn de grado 0

Pl
Coeficiente de P1
Aproximacidédn de grado 1

Pk+1
Coeficiente de Pk+1
Aproximacién de grado k+1

Términos de la recursiodn

1.2

15.5. Problemas

15.5.1. Enunciados

02 04 06 0.8 1

1.- Aproxima la funcién f(x)=e" en el intervalo [0, 3] mediante un polinomio quinto

grado. Halla el error cuadratico. Aproximala ahora por el polinomio de Taylor del
mismo grado. Halla el error cuadratico. Compara graficamente los errores de ambas

aproximaciones.
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2 .
e —(a+bx+cx® +dx’ )‘ dx sea minima.

1
2.- Halla a, b, ¢ y d para que la integral I
-1

3.- Aproxima f(x)= |x| en [—1, 1] por un polinomio de grado 4, utilizando polinomios

de Legendre.

4.- Verifica la formula de Rodrigues para los primeros polinomios de Legendre:

1 d"

F.)= 2" n! dx"

(x* 1)’

5.- El potencial en un punto P creado por una carga situada en el punto Q es
inversamente proporcional a la distancia R entre ambos. Sita el punto P en (0,1) y el
punto O en una posicion arbitraria de coordenadas polares (6, r)
a) Prueba que R* =1+r> —2rcosd

Por tanto, el potencial en el punto P estd 0
determinado por la funcion

1

Jn= N1+72 =2rx

donde x = cosé.
b) Comprueba que f'es una funcioén generatriz de los polinomios de Legendre, es decir,
que éstos son los coeficientes de 7' en el desarrollo de fen serie de potencias de 7.

6.- Utilizando la relacién
e’ =cosn@+isinné =(cosf +isin )"
y la definicion de los polinomios de Chebyshef
T (x)=cosnf =Re(cosd+isin )"
donde x =cos#, demuestra la formula explicita de los mismos:

[n/2]

7—;1 (x) _ Z(zl’lkj xn—zk (xz _ 1)k

7.- Desarrollando cos(n+1)6, demuestra la ley de recurrencia que verifican los
polinomios de Chebyshef.

8.-Expresa el polinomio de Tchebyshev de grado » como producto de polinomios de
grado 1.

9.- Expresa las funciones 1, x, x’, ..., x° como combinacién lineal de los polinomios de
Chebyshef de grado no superior a 5. Dado un polinomio cualquiera de grado no superior
a 5, explica como calcularias los coeficientes de su expresion como combinacion lineal
de los polinomios de Chebyshef.
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10.- Aproxima f(x)= |x| en [—1, 1] por un polinomio de grado 4, respecto de la norma

de Chebyshev. Compara el resultado con el del problema 3.

15.5.2. Soluciones

1.-Procediendo como en el Ejemplo 2, se obtiene el polinomio minimo-cuadratico que
es

P(x)=09915+11083x +0.1796x" +0.5342x> —0.1455x* +0.0474x°

Graficamente, este polinomio es indistinguible de la funcidén exponencial. El error
cuadratico es 2.5360-10°.
El polinomio de Taylor del mismo grado es

2 3 4 5
X X

P(x):1+x+x—+—+—+—
2 6 24 120
El polinomio de Taylor se ajusta mucho mejor cerca del origen, pero tiene un error
muy grande en la parte derecha del intervalo. Su error cuadratico es 0.6044, obviamente
mayor que el del polinomio minimo-cuadréatico.
Los errores puntuales de ambos ajustes se comparan en la grafica adjunta.

Error min-cuad
0.01 ‘

0.005

0

-0.005

-0.01 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Error Taylor

_2 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Min-cua vs. Taylor
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2.- Los valores pedidos son los coeficientes del polinomio minimo-cuadratico de tercer
grado que ajusta la funcion exponencial en el intervalo [-1, 1]. Efectuando las integrales
por trapecios con paso 0.001 se obtienen los valores

a=0.9963,b=0.9979, c = 0.5367,d = 0.1762
y el valor minimo de la integral, 2.2289e—005.

3.- El desarrollo de Legendre de la funcion f(x) = |x| en[-1, 1]es

0.5P,(x)+0.6250P, (x) — 0.1874P, (x).

Como la funcion es par, solo aparecen en el desarrollo polinomios pares. La figura
muestra los sucesivos polinomios de aproximacion.

1.4

0.8+

,
. ,
0.4r . ’ .
. N .
. ;
,

.
N /
. .
)
. /
0.2} ; Z .
N s
. .
o

1 4
2" n! dx"
Para n = 0, se obtiene trivialmente F,(x)=1.

4.- La féormula de Rodrigues es P, (x) = (x> =1)".

1d
P(x)=—"(x*-1)=
() 2dx(x )=x

1>
2221 dx?

1

P (x)= (x4—2x2+1):;(12x2—4):;)62—2
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P,(x) —Ld—s(x6 —3x*+3x" 1) —i(l20x3 —72x) —éx3 —Ex
} 2%3 d? 48 27 2
P (x):i“i(x8 —4x°+6x" —4x* +1) =
! 2441 dx*
=L(1680x4 ~1440x° +144):3—5x4 _30,.,3
16-24 8 8 8

5.- a) El cuadrado de la distancia de P(1,0) a Q(rcosé, rsinf) es
R’ =(1-rcosf)’ +(rsin@)’ =1-2rcos@+r’(cos’ @ +sin’ @) =1-2rcosf +r’

1

NI+ 72 =2 .

b) Calculemos los coeficientes del desarrollo de Taylor de f(r) =

J(0)=1=F(x)

2r—2x )
2(1 +rf— 2rx)3/2 ’

f(r)=- J(0)=x=F(x)

f'(r)= —[(l” - x)(l +ri— 2rx)_3/2] =
= {(1 =2 (- x)(_;j(l T 2@}

SO _ 1 2y _
> ——5(1—3x ) =P (x).

7.- Aplicando las férmulas del angulo suma, tenemos
cos(n+1)8 =cosnBcosf —sinnfsin @
cos(n—1)8 =cosnbfcosf+sinndsin @

de donde podemos despejar

cos(n+1)8 =2cosnbfcosd—cos(n—1)0

Haciendo x=cosf y teniendo en cuenta la definicion de los polinomios de
Chebyshev obtenemos la relacion pedida.

T, (x)=2xT, (x)=T,(x)

9.- Los polinomios de Chebishev hasta el grado 5 son
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T,(x)=1
Ti(x)=x
T,(x)=2x" -1

T,(x)=4x" —3x
T,(x)=8x"—8x" +1
T,(x)=16x> —20x’ +5x
Construimos una matriz cuyas columnas sean los coeficientes de los polinomios de

Chebyshev. La inversa de esta matriz proporcionara las expresiones pedidas.
Efectuamos los calculos con MATLAB.

A= 11 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
-1 0 2 0 0 0
0o =3 0 4 0 0
1 0 -8 0 8 0
0 5 0 =20 0O 161';
La matriz inversa es
B = inv (4)
B ]
1.0000 0 0.5000 0 0.3750 0
0 1.0000 0 0.7500 0 0.6250
0 0 0.5000 0 0.5000 0
0 0 0 0.2500 0 0.3125
0 0 0 0 0.1250 0
0 0 0 0 0 0.0625

Para expresar un polinomio cualquiera en funcién de polinomios de Chebyshev,
basta multiplicar esta Gltima matriz por los coeficientes del polinomio. Por ejemplo, la
Gltima columna expresa x° como

o5 2100, (0) +5T (%) + T5(x)
16

10.- El desarrollo de Chebyshev de la funcion f(x) = |x| en[-1,1]es

0.6366T, (x) +0.4244T, (x) — 0.0849T, (x).
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Soluciones

Como la funcion es par, solo aparecen en el desarrollo polinomios pares. La figura

muestra los sucesivos polinomios de aproximacion.

1.4

1.2+

0.8

0.6

0.4 >

0.2 N

1

0.8

0.6 \

0.4+ \

0.2+ N\

—— Chebyshev
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Aproximacion Teorica

Funcion Onda cuadrada:

>>m = 2000;

>> h = 2*pi/m;

>>t = (0:h:2*pi)"; Yabscisas, nodos de integracion
>>

>>y = sign(pi-t); %funcion a evaluar

>> plot(ty,")

Creamos | os coeficientes
>> (1) = trapz(t,y.*sin(t))/pi; %se evalualaintegral

>> p* pi Yecomprobacion
ans=
4.0000

>> h(2) = trapz(t,y.*sin(2*t))/pi;
>> b(3) = trapz(t,y.*sin(3*t))/pi;
>> p(4) = trapz(t,y.*sin(4*t))/pi;
>> p(5) = trapz(t,y.* sin(5*t))/pi;
>> p(6) = trapz(t,y.* sin(6*t))/pi;
>> p(7) = trapz(t,y.* sin(7*t))/pi;

b=
12732 -0.0000 0.4244 -0.0000 0.2546 -0.0000 0.1819

%Se comprueba que parak par, en laonda cuadrada, €l coeficiente da cero, porque laonda esimpar, y sdlo tiene componentes en el seno, que tambien esimpar.

>> %V amos a representar
>> s = b(1)*sin(t);

>> plot(t,y,".',t,s,'r")

>> hold on

>> %V amos acumulando en s lafuncion con cada vez mas términos
s=s+ b(3)*sin(3*t) %recordemos que en este caso, sdlo hay terminos del seno y sélo k impar
>> plot(t,y,"."\t,s,'9)

>>s=s+ b(5)*sin(5*t);
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>> plot(t,y,".",t,s,'m’)

>> 9%Comparamos coeficientes teoricos y numericos
>>c=4/pi*[1 Y3 U5 1/71/9];
c=
12732 0.4244 02546 0.1819 0.1415
>> Db
b=
1.2732 -0.0000 0.4244 -0.0000 0.2546 -0.0000 0.1819

Aproximacion con laformula discreta

>>N =12
N =
12
>> h = 2*pi/N;

>>t = (0:h:2*pi-h)’;

>>y = sign(pi-t); %funcion a evaluar

>>y(1) = 0; % arreglamos €l principio para obtener simetria
>>

>> stem(t,y) %obtener representacion

%para evaluar d eun golpe todos los productos escalares implicados.
>> M = [t.”0 cos(t) sin(t) cos(2*t) sin(2*t) cos(3*t) sin(3*t) cos(4*t) sin(4*t) cos(5*t) sin(5*t) cos(6*t) sin(6*t)];

%M e he equivocado pues he puesto 13 vectores independientes, solo puedo 12
>> M = [t.”0 cos(t) sin(t) cos(2*t) sin(2*t) cos(3*t) sin(3*t) cos(4*t) sin(4*t) cos(5*t) sin(5*t) cos(6*t)]

>>T =M"*y*2/N
T=
0
0.0000
1.2440
0
-0.0000
0.0000
0.3333
-0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0893
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0
>> T(12) = T(12)/2 %en generd

>> b %comparandol os con B

b=
1.2732 -0.0000 0.4244 -0.0000 0.2546 -0.0000 0.1819
>>T
ans=
Columns 1 through 8
0 0.0000 1.2440 0 -0.0000 0.0000 0.3333 -0.0000
Columns 9 through 12

-0.0000 -0.0000 0.0893 0
Hay bastante diferencia utilizando 12 puntos en comparacion con 2000.

Aungue hay uge pensar que la aproximacion obtenida asi es de lafunciom
discreta de sdlo 12 puntos, y NO de la onda cuadrada.

Representemosla

>> tg = linspace(0,2* pi); Y%a efectos graficos utilizamos una variable continua

>>Z = T(3)*sin(tg);

>> hold on

>> plot(tg,Z,'r")

>> 7 =7 + T(7)*sin(3*tg) %como se que se me anulan todos menos el 3, el 7y el 11, me ahorro trabajo. En general habria uge evaluar todos los términos: mirar transparencias
>> plot(tg,Z,'g)

>> 7 = Z + T(11)*sin(5*tg)

>> plot(tg,Z,'k")

Vemos que la aproximacion ya es perfecta en el mundo discreto
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16. Aproximacién trigonomeétrica

Los fenémenos ondulatorios son muy frecuentes en la naturaleza y en las aplicaciones
técnicas. Quizas la luz y el sonido sean los ejemplos mas cotidianos, pero ni mucho
menos los unicos. La luz, como sabemos, ocupa una estrecha banda en el amplio
espectro de las radiaciones electromagnéticas y el sonido es un caso de vibracion
mecanica.

Desde el punto de vista tedrico, la caracteristica fundamental de las ondas es la
periodicidad. El origen del sonido, por citar un ejemplo, esta en las variaciones ritmicas
de la presion del aire o medio en el que se produce. La velocidad con la que se suceden
los incrementos y disminuciones de la presion determinan el tono del sonido. Estas
variaciones se producen con gran rapidez en relacion con la duracién de un sonido y son
muy uniformes en un sonido puro, salvo que se atentia su intensidad. El ciclo elemental
consta de un incremento de la presion que llega a un maximo y disminuye de nuevo
provocando ahora una depresion. Esta a su vez se corrige para volver a la presion
normal y comienza de nuevo el ciclo, repitiéndose periddicamente.

Las oscilaciones se estudian matematicamente descomponiéndolas en suma de
funciones periddicas sencillas como son las funciones trigonométricas seno y coseno.
La afirmacién del matematico francés J.B. Fourier de que cualquier funcion periddica
podia representarse como suma de senos y cosenos causo una notable controversia de la
que surgieron importantes avances en el conocimiento matematico, como la nocidon de
convergencia uniforme o la aclaracion de la propia idea de funcion.

Desde el punto de vista practico, las componentes elementales de una onda reflejan
muchas de sus propiedades fisicas, por lo que su determinacidn reviste gran importancia
en las aplicaciones técnicas. Generalmente basta un reducido numero de estas
componentes, también llamadas armoénicos, para reproducir la informacion significativa
del fendomeno ondulatorio estudiado. La amplitud y frecuencia de los armoénicos se
obtiene técnicamente con los osciloscopios y analiticamente mediante la teoria de
Fourier que desarrollaremos en este tema.

En las aplicaciones no se suele disponer de una expresion analitica de la funcién a
analizar, sino de valores de la misma medidos a intervalos regulares de tiempo. Es
necesario por tanto, elaborar versiones discretas de la aproximacion de Fourier, que
proporcionen informacién a partir de un ntimero finito de datos. Ademads, estos métodos
se adaptan mejor al calculo con ordenador, que trabaja con una cantidad finita de
informacion.

16.1. El Sistema Trigonométrico

Una funcién de variable real f es periddica de periodo L, si f(¢+ L) = f(¢) para todo
valor de z. Consecuentemente, f(¢+kL)= f(t) para cualquier k entero. Por comodidad,
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consideraremos funciones de periodo 2z, pero los resultados se aplican facilmente a
funciones de periodo L arbitrario.
Una funcién periddica queda determinada por sus valores en cualquier intervalo de
longitud igual al periodo.

El sistema trigonométrico estd constituido por las funciones 1/2, sin(x), cos(x),
sin(2x), cos(2x), ..., sin(nx), cos(nx), ... . Estas funciones son ortogonales respecto al
producto escalar dado por la integral

<fg>=—[fgwa

Ademas, son unitarias, salvo 1/2, cuya norma es 1/ V2. La integral puede efectuarse
en cualquier intervalo de longitud 27, por ejemplo en [—7, 7].

La ortogonalidad del sistema trigonométrico puede comprobarse aplicando
conocidas formulas de trigonometria que transforman sumas en productos (ver

problema 1).

Dada una funcion f'de periodo 27z, la combinacion lineal de las funciones anteriores
s ()= "—20+ > (ay cos(kt) + b, sin(kr))
k=1

que mejor se aproxima a f, se denomina polinomio de Fourier de orden n asociado a f.
La mejor aproximacion es la que minimiza el error cuadratico

E2:||f—sn

= wes, @f a

y es precisamente la proyeccion ortogonal de f sobre el subespacio generado por las
2n+1 primeras funciones del sistema trigonométrico. Debido a la ortogonalidad del
mismo, los llamados coeficientes de Fourier, se calculan mediante las expresiones
siguientes, conocidas como formulas de Euler:

_<f,%>_i

a, =
<l 1y T
222

Tt

< f,cos(kt) >
< cos(kt),cos(kt) >

L 2}(t) cos(kt)dt (16.1)

< f,sm(kt)> _ 1 27 .
E S st sin(ht) > (DSIENE

También gracias a la ortogonalidad, podemos expresar el error cuadratico como una
suma de cuadrados

E*=|f =5, =11 -

Y= |fF - (a2 2+ at +bF +al b2 4+ ad+b})

S}’l

Ejemplo 1

Los sistemas de alimentacion ininterrumpida (SAI) almacenan energia en baterias para
suministrarla a determinados aparatos en caso de cortes del fluido eléctrico. Dichos
aparatos suelen funcionar con corriente alterna, por lo que el SAI debe convertir la
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corriente continua que genera en corriente alterna. Los dispositivos que realizan esta
conversion se denominan inversores. La figura muestra el esquema de un sencillo
circuito inversor, llamado de puente.

TN \ T

|

La carga P esta conectada a la bateria a través de cuatro interruptores. Los
interruptores T, y T3 se cierran simultdneamente, lo mismo que T, y T4, pero alternando
su estado con los anteriores. Es decir, cuando los interruptores impares estan cerrados,
los pares estan abiertos y viceversa. La figura siguiente muestra el paso de la corriente
cuando los interruptores impares estan cerrados. Al invertir el estado de los
interruptores, se invierte el sentido de la tension y la corriente en la carga.

—
]
‘.—
Tl l \n. Ta
ek =1 p
—_— gy
T.\\ l T3
‘_—
—

Si durante un tiempo 7 mantenemos la corriente en un sentido, la invertimos entonces
durante un periodo igual, 7, y asi sucesivamente, la intensidad en la carga presentard el
aspecto de la figura.

Intensidad
A

v
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La eficiencia de un circuito de este tipo puede analizarse teéricamente mediante la
aproximacion de Fourier. En efecto, si el aparato conectado al inversor estd disefiado
para trabajar con una corriente alterna de forma sinusoidal, aprovechara la parte de la
intensidad recibida correspondiente al primer armonico del desarrollo de Fourier de
dicha intensidad. Es importante obtener este armonico y calcular la potencia del resto de
los armonicos, pues sus efectos son indeseables en todas las aplicaciones del inversor
(perturbaciones, calentamientos, etc...); por lo que se impone su minimizacidon o
anulacion mediante los blindajes y filtros adecuados.

Supongamos que el inversor produce una corriente unidad durante el intervalo de 0 a
T=x y una corriente opuesta en el intervalo siguiente de la misma duracion,
repitiéndose este ciclo indefinidamente. Dicha corriente se representa mediante la
funcion 2 z-periddica cuyos valores entre 0 y 27 son

1 si O<t<nm
f()=sign(r—t)=<1 0 si t=rx
-1 si Z#<t<2rx

Aplicando las férmulas de Euler (1), obtenemos una expresion general para el
polinomio de Fourier de orden 27 de esta funcién. Observa que s6lo contiene términos
en seno por tratarse de una funcion impar (f(—t) =—f(t)).

sin(3¢) N sin(5¢) T sin((2n — l)t))
3 5 2n—1

S,,(t) = %(sin(t) +

Para el calculo practico de los coeficientes de Fourier, evaluaremos las integrales por
el método de los trapecios, tomando suficientes nodos para obtener la precision
adecuada. Cuantos mas términos del desarrollo de Fourier queramos obtener, mas nodos
utilizaremos en su célculo. Trabajamos, por ejemplo, con 200 nodos para obtener el
polinomio trigonométrico de orden 10.

m = 200;
h = 2*pi/m;
t = (0:h:2%pi)"';

Evaluamos la funcidn en los nodos y la representamos graficamente.

y = sign(pi-t);
plot(t,y)

Calculamos el coeficiente del término constante del desarrollo y representamos éste
graficamente. Acumularemos en s los sucesivos términos del desarrollo.

a0 = trapz(t,y)/pi;
s = al/2*ones (size (t));
plot(t,y,t,s)

En este caso, el término constante es nulo. Calculemos los siguientes coeficientes.
) = trapz(t,y.*cos(t))/pi;

a(l
b(l) = trapz(t,y.*sin(t))/pi;
s = s+a(l)*cos(t)+b (1) *sin(t) ;
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plOt(tr Yr t, S)

4

e |
4 |

Observamos que el término en cos(?) es nulo, debido a que la funcion es impar y, por
tanto, ortogonal al coseno. Los términos de orden 2 se anulan ambos, debido al distinto

tipo de simetria con respecto a 772 de la funcion y de sin(2¢) y cos (2¢):

trapz (t,y.*cos (2*t)) /pi;
= trapz(t,y.*sin(2*t)) /pi;
s+a(2)*cos (2*t)+b (2) *sin(2*t) ;

~

a(2
b(2)
S:

Evaluamos los términos restantes y representamos la aproximacion.

for k=3:10
a(k) = trapz(t,y.*cos (k*t)) /pi;
trapz (t,y.*sin(k*t)) /pi;

b (k)
s =
end

plot (t,y, t,s)

sta (k) *cos (k*t) +b (k) *sin (k*t) ;

0.5

T

-0.51

Podemos hallar el error cuadratico directamente o a partir de los coeficientes.

E2 = trapz(t, (y-s).”2)/pi
E2 = trapz(t,y."2)/pi-a0"2/2-norm(a)"2-norm(b) "2
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E2 = 0.0721
E2 = 0.0721

Los resultados numéricos se aproximan bastante a los tedricos, aunque la precision
disminuye conforme aumenta el orden. En este ejemplo, la funcion a desarrollar es
discontinua, por lo que el error es mayor.

b(1:2:9) - 4/pi./(1:2:9)
ans = 1.0e-003 ~*
-0.1047 -0.3142 -0.5238 -0.7336 -0.9437

16.2. Transformada de Fourier Discreta

Al estimar los coeficientes de Fourier por el método de trapecios siempre con el mismo
numero de nodos, observamos que en las operaciones solamente intervienen los valores
de la funcion a desarrollar y los de las funciones trigonométricas en un niimero finito de
nodos equiespaciados. En realidad, estamos resolviendo un problema de aproximacion
discreta, en lugar de continua. En otras palabras, trabajamos en un espacio euclideo de
dimensidn finita en el que el producto escalar se define mediante sumas y productos, en
lugar de trabajar en un espacio de dimensidn infinita, cuyo producto escalar es una
integral.

Vamos a considerar el problema de aproximacion trigonométrica desde este punto de
vista, que se adapta mejor al célculo con ordenador, asi como a situaciones
experimentales en las que no conocemos la funciéon a aproximar, sino unicamente
valores de la misma medidos a intervalos regulares.

Supongamos que f'es una funcion de periodo 277y que estimamos sus coeficientes de
Fourier de modo aproximado mediante la formula de los trapecios con N intervalos. En
el apartado anterior hemos tomado N suficientemente grande para que la precision de
los coeficientes hasta el orden n fuera buena. Conociendo analiticamente la funcion,
podiamos evaluarla en tantos puntos como quisiéramos.

En la practica, sin embargo, sucede que disponemos de un ntimero limitado N de
valores de fen el intervalo del periodo, [0, 27], y nos preguntamos cudntos coeficientes
del desarrollo de Fourier podemos estimar a partir de dichos valores.

Sea h=27/N y t;= jh, paraj=0, 1,2, ..., N. Denotamos por y; el valor de fen .

Estimamos el coeficiente de Fourier a;, k = 0, 1, 2, ..., de la funcion f mediante la
formula de los trapecios con N subintervalos

27
a, =— [ f(t)cos(kt)dt =
7T 90
o %()’o cos(kty)+2y, cos(kt,)+-+++2y, , cos(kty )+, cos(kty))

Al ser las funciones del integrando 2 z-periddicas, el primer sumando y el altimo son
iguales

2
a, =4, = ﬁ(yo cos(kt, )+ y, cos(kt,) +---+ y,_, cos(kt,_,))
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La expresion entre paréntesis es el producto escalar en el espacio euclideo N-
dimensional de los vectores cuyas componentes son los valores de f'(f) y de cos(k?) en
los puntos ¢, j =0, 1, 2, ..., N—1. Llamaremos funciones discretas a estos vectores y las
denotaremos igual que las correspondientes funciones reales.

Anélogamente se aproximan los coeficientes en seno.

27
b, = [ f()sin(kt)dr =
7T Y0

112

2 . : .
B, = N(y0 sin(kt,)+ y, sin(kt, ) +---+ y,_, sin(kt_, ))
Vamos a comprobar que los # primeros sumandos de la expresion
A . .
T ()= 70 + A, cos(t) + B, sin(t) + 4, cos(2¢t) + B, sin(2¢) +--- (16.2)

donde n < N, proporcionan la proyeccion ortogonal de la funcion discreta f{¢) sobre el
subespacio generado por n primeros vectores que aparecen en ella. La clave esta en la
ortogonalidad de estos vectores. Como el espacio es N-dimensional, a lo sumo hay N
generadores independientes.

En primer lugar, comprobemos la ortogonalidad de las funciones trigonométricas
discretas en los casos particulares de N=3 y N =4.

N = 3;

h = 2*pi/N;

t = (0:h:2*pi-h)"';

M [t.”0 cos(t) sin(t)];

G = M'*M

G:
3.0000 0.0000 -0.0000
0.0000 1.5000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 1.5000

La matriz de Gram G es diagonal, por lo que los vectores son ortogonales. El
cuadrado de la norma de la funcidon discreta constante 1 es obviamente 3 = N, mientras
que para los vectores restantes es 1.5 = N/2.

En el caso N = 4 tenemos

N = 4;
h = 2*pi/N;
t = (0:h:2*pi-h)"';
M = [t.”0 cos(t) sin(t) cos(2*t)];
G = M'*M
G =
4.0000 -0.0000 .0000 0

.0000 0.0000
.0000 0.0000
.0000 4.0000

-0.0000 2.0000
0.0000 0.0000
0 0.0000

oON O O

En este caso notamos que el cuadrado de la norma del ultimo vector, que es
(1,-1,1,-1), es 4 = N, al igual que la del primero, (1,1,1,1). La norma al cuadrado de

los otros vectores es 2 = N/2.
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. . L1 . -1
En general, si N es impar, el ultimo vector es sm[ tj y el cuadrado de su

norma, N/2. Si N es par, el ultimo vector es cos (%tj y el cuadrado de su norma, N. La

féormula (16.2) proporciona las proyecciones ortogonales buscadas, ya que los
coeficientes que aparecen en ella son:

2
Ay =— (0 c0s(hty) + 3, cos(kt) +++++ . coskty ) =

([ (@), cos(kt)) ~ ~
= s, oo} k=1,2,..[(N-1)/2]

1
A% = ﬁ(yo cos(52))+ y,cos(5t) +- 4y, COS(%tN—I)) =

(f(),1,-1,....L-1))

= , S1N espar
((1,-1,...L=D), (L=1,....1—1))

L iy ) @)
_N(y0+y1+ +y]v—l)_ <1’1>

A
2

2 ) . ;
B, = N(yo sin(kt,)+ y, sin(kt,) +---+ y,_, sin(kt, , )) -

(S (@), sin(ke)) ) )
~ (sinGk), sinkn))” © 2,..[(v-1/2]

La aproximacion discreta 7x(¢) de mayor orden coincide con el vector f{¢). Si f es una
funcion de variable real 7, la aproximacion 7x(f) es un polinomio trigonométrico que la
interpola en los N nodos del muestreo.

Los términos de la aproximacion tienen frecuencias que son multiplo de la frecuencia
fundamental. La frecuencia mas alta que aparece es N/2 veces la frecuencia fundamental
y se denomina frecuencia de Nyquist. Para que la transformada detecte frecuencias mas
altas, hay que tomar mas valores de la funcion. En otros términos, hay que muestrear la
sefal a frecuencias mayores, concretamente al doble de la frecuencia méxima deseada.

Ejemplo 2

Para aproximar los tres primeros términos no triviales del desarrollo de Fourier de la
funcién f(¢) =sign(z —¢) del Ejemplo 1,

1)~ i[sin(t) . sin(3¢) s sin(St)j
V4 3

5

hemos de tomar al menos N = 11, pues el Gltimo término es un seno y (N-1)/2=5.
Tomaremos sin embargo N = 12, para preservar la simetria de la funcién. Ajustamos el
valor de la funcion en 0 para que resulte periddica. Como el valor de f en 27 no
interviene en el calculo y la funcion tiene una discontinuidad, le asignamos en 0 el valor
medio entre los valores por la izquierda y por la derecha.

N = 12;
h 2*pi/N;
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t = (0:h:2*pi-h)"';
y = sign(pi-t);
y(l) = 0;

plot(t,y,'*")

Evaluamos las funciones base en los nodos # y hallamos los productos escalares.

M= [t.”0 cos (t) sin (t) cos (2*t) sin(2*t)
cos (3*t) sin (3*t) cos (4*t) sin (4*t)
cos (5*t) sin(5*t) cos (6*t) ];

T = M'*y*2/N;

T(1l2) = T(12)/2;

Los coeficientes del término independiente 4, de los cosenos A; y de los senos By
son, respectivamente,

A0 = T (1)
Ak
Bk = T(3:2:11)

I
H
N
N
o
N

A0 =
0
Ak =
1.0e-015 *

0.3701
0
0.5934
-0.2405
-0.3331
0

1.2440
-0.0000
0.3333
-0.0000
0.0893

Los coeficientes en seno, A son practicamente nulos. Los B no nulos corresponden
a los coeficientes de los senos impares del desarrollo de Fourier ordinario

S = 4/pi*[ 1 1/3 1/5]

S = 1.2732 0.4244 0.2546

Salvo el primero, la aproximacion es bastante pobre. Se puede alcanzar mas
precision tomando N mas elevado, como hemos visto en el Ejemplo 1, pero ahora lo que
pretendemos es observar las propiedades de la aproximacion discreta. Representamos
primero la funcion y los nodos usados para hallar la transformada.

tg = linspace (0, 2*pi, 300);
yg = sign(pi-tg);
plot(t,y,"*',tg,yq)

Evaluamos la transformada discreta.
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z = T(l)/2*ones (size(tg));
for k=1:5
z=z+T (2*k) *cos (k*tqg) ;
z=z+T (2*k+1) *sin (k*tqg) ;
end
z=z+T (12) *cos (12*tqg) ;
plot(t,y,'*",tg,yg,tg,z)

1.5

1 O

05| / \

=%
%

_1 5 1 1 1 1 1 1
Comparamos ahora con el desarrollo de Fourier ordinario.

s = S(1)/2*ones (size(tqg));
for k=1:5
s=s+S (2*k) *cos (k*tqg) ;
s=s+S (2*k+1) *sin (k*tqg) ;
end
plot(t,y,"'*"',tg,vg,tg,s)

1.5

1+ / * \\i,/' *‘\\\f]///;ﬁ b

Observamos que esta aproximacion oscila mas que la discreta, aunque tal vez ajuste
mejor la funcién entorno a las discontinuidades.

16.3. Transformada rapida de Fourier (FFT)

La transformada de Fourier tiene innumerables aplicaciones y en la mayoria se
necesitan valores de N elevados. El coste de la obtencion de la transformada es del
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orden de N*, lo que no parece mucho en comparacion con otros algoritmos como el de

eliminacion gaussiana o la factorizacién QR que son de orden N°.Sin embargo, la
popularidad de la transformada discreta se debe en gran parte al descubrimiento de
algoritmos de menos coste, llamados rapidos, que permiten su aplicacién a problemas
de gran tamano. El algoritmo de la transformada répida de Fourier (FFT) tiene un coste

del orden N -log(N), que para N grande, es mucho menor que N°.

Para introducir la FFT, es conveniente utilizar la version compleja del desarrollo y de
la transformada de Fourier discreta.

16.3.1. Desarrollo de Fourier complejo

Las funciones complejas {e”“, k=0,+1,+1,...,+ n} forman un sistema ortonormal para
el producto escalar definido por

1 2z R
<fig>=—[ f0ed

Dada una funcién f{f) compleja, de variable real y periddica de periodo 27, se define
su desarrollo de Fourier complejo de orden n como

s.(0)=) e

k=-n
donde

) 1 (27 )
¢, =< fe" >=—| f()e™ di
27 J0

En otros términos, s, es la proyeccion ortogonal de f sobre el subespacio generado
por las funciones {e”", k=0,+£1,+1,...,+ n}

Si f toma valores reales, los coeficientes de su desarrollo de Fourier en senos y
cosenos estan relacionados con las del desarrollo complejo mediante las expresiones

— a,—ib,
2

que permiten pasar facilmente del desarrollo real al complejo y viceversa.

c,=cC,

16.3.2. Transformada de Fourier discreta

Los coeficientes de la transformada discreta de N valores de una funcion 2 z-periddica

Y, :f(tj):f(jh):f(j%[) se definen como

1 1 27
C, =— cexp(—ikt.)=— cexp| —ikj— |, para k=0,1,..., N—1.
x N;yj p(—ikt,) N;y, Pl ~iki— )P

Estos coeficientes permiten expresar el vector y como combinacion lineal de
exponenciales complejas ortogonales

—ifc ex (ik'z—”j
Y Nj:o © €XP ]N
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Si f es real, los coeficientes Cj estan relacionados con los de su transformada de
Fourier discreta en senos y cosenos mediante las expresiones

A, —iB
C,=—, Ck:%, 1<k<N/2

SiNespar, Cy,,=4,,,—iB,,,. Los restantes coeficientes son los conjugados de los
anteriores por lo que pueden ignorarse, concretamente

c, =AFBe i cpan
- 2

Reciprocamente,
A4, =2real(C,) 0<k<N/2
A, =real(C,,,) siN espar
B, =-2imag(C,), 1<k<N/2

16.3.3. Transformada rapida de Fourier

El calculo de la transformada de Fourier discreta se optimiza mediante el algoritmo
FFT, programado en una funcién de MATLAB del mismo nombre. Aplicando esta
funcién a un vector y, se obtiene un vector de elementos NCj, donde N es el nimero de
componentes de y y Ci son los coeficientes de la transformada de Fourier discreta
compleja. A partir de ellos obtenemos los coeficientes de la transformada real, que a su
vez estiman los coeficientes del desarrollo de Fourier ordinario.

Ejemplo 3
Calculemos la transformada rapida de 12 muestras de la funcion f(¢) =sign(z —¢) en el
intervalo [0, 27] y comparemos los resultados con los del ejemplo anterior.

= 12;

= 2*pi/N;

= 0:h:2*pi-h;
= sign(pi-t);
(1) = 0;

= fft(y)/N

O K o =2
\

Columns 1 through 3
0 0 - 0.62201 0
Columns 4 through 6
0 - 0.16671 0 0 - 0.04471
Columns 7 through 9
0 0 + 0.04471 0
Columns 10 through 12
0 + 0.16671 0 0 + 0.62201

Todas las componentes tienen parte real nula, correspondiendo a la anulacion de los
coeficientes en coseno de la transformada discreta. En general, podemos obtener estos
coeficientes a partir de los 6 primeros coeficientes complejos. En el caso real, los
restantes coeficientes contienen informacion redundante.
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AQ0 = 2*C(1);
Ak = 2*real (C(2:06));

Los coeficientes en seno son
Bk = -imag(C(2:6))
Bk = 0.6220 0 0.1667 0 0.0447

La inversion de la transformada discreta compleja es facil con MATLAB,
obteniéndose el vector inicial.

z = zeros(size(t));
for k=1:12
z=z+C (k) *exp (1* (k=-1) *t) ;

7z =
Columns through 3
0 1.0000
Columns 4 through 6
1.0000 - 0.00001 1.0000
Columns 7 through 9
-0.0000 -1.0000 + 0.00001 -1.0000 + 0.00001
Columns 10 through 12
-1.0000 - 0.00001i -1.0000

=

0.00001 1.0000 0.00001

0.00001 1.0000 0.00001

0.00001 -1.0000 + 0.00001

+

16.4. Problemas

16.4.1. Enunciados

1.- Comprueba la ortogonalidad del sistema trigonométrico 1/2, sin(x), cos(x), sin(2x),
cos(2x), ..., sin(nx), cos(nx), ... con respecto al producto escalar integral

<fig>=t T gy

2.- Los dispositivos que transforman la corriente alterna en continua se denominan
rectificadores. El circuito rectificador mas elemental contiene de un diodo que deja
pasar la corriente en un sentido mientras que impide que circule en sentido opuesto.
Sometido el diodo a una tension sinusoidal, la corriente por el circuito es una sinusoide
en la que se ha anulado la parte negativa. Estudia la aproximacién de Fourier continua y
sin(t) O<t<rm
discreta de la funcion f(¢) = que da la corriente por el circuito.
0 T<t<2rm

3.- El barrido del haz de electrones por la pantalla de un tubo de rayos catodicos se
consigue mediante un campo magnético variable en forma de diente de sierra,
f@)=t/2, —w<t<m.

Representa graficamente diversas aproximaciones periddicas de esta funcion.



Aproximacion trigonométrica 14

4.- Aproxima la funcion de Runge f(¢)= , —n<t<sm mediante polinomios

1+£°
trigonométricos.

16.4.2. Soluciones

1.- Comprobemos en primer lugar la ortogonalidad de la funcién constante con respecto
a los senos y cosenos.

o . 2z
<1 cos(kt) > =ij cosht) 4, _sinGkO™ oy g
T

0 2 2krx |0

2 ol 2r
<%,sin(kt)>=ij sin(kt) . _cosGROI™ oy gy
7o 2 2k |o

Las integrales se anulan por ser el sen(k?) y cos(kf) 2 7-periddicas. Comprobemos la

ortogonalidad de los cosenos. Aplicamos la formula de transformacion de productos de
funciones trigonométricas en suma.

27
< cos( jt),cos(kt) >= ij cos(jt)cos(kt) dt =
7T Y0

0, WEY
o rﬁ cos(j-+h) +eos((G=k)) | o
7 2 L[ Sde=1 ik
zdo 2

Andlogamente se prueba para los senos.

2
< sin(j),sin(kt) > = - I sin( jr)sin(kt) d =
7T Y0

0, i j =k
S ORI CAL) W N
0 2 —I Sdi=1 sij=k

7T Y0

T

La ortogonalidad entre senos y cosenos se comprueba igualmente, o de forma directa
teniendo en cuenta que los senos son impares y los coseno pares.

2
< sin( jt),cos(kt) > = ij sin( jt)cos(kt) dt =
7T Y0

_ iJ‘z” sin((j+k)t)—sin((j —k)t) di=0
0 2

T

2.- Calculemos los coeficientes del desarrollo de Fourier

ay = [0y =" [ sinwy =L costm)~cost0) =2
7T 90 7T 90 T

VA
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27 4
a, = L f(t)cos(kt)dt = L j sin(¢) cos(kt)dt =
7T Y0 7T J0

1 I sin((k+ 1)) —sin((k—=D1) , _ 1 _cos((k+1)t)\”+cos((k—1)t)\” B
Czd 2 Y k+1 |, k=1 |y |

0 si k impar

=1y 1( 2 2 -2 1 :
—| = si k par
2r\k+1 k-1 T k™ -1

27 T T _
b= f(0)sin)de = j sin’ (£)dt = - I 1=cos@h) 4,
T J0 JT Y0 JT J0

27 T
b, = [ r)sintkrydr =+ j sin(?)sin(kr)d =
7T J0 7T J0

_lJ‘” cos((k —1)t) —cos((k +1)t) RS sin((k=Dn)[* _ sin((k +Do)|* 0
o d 2 27| k-1, k+1 |

El polinomio de Fourier de orden 2n es

s (t)_sini_i_z 1 cos(2r) cos(4r) cos(6f)  cos(2nt)
T2 Tl 3 15 35 (2n)* -1
1.2

1

0.8

0.6
0.4

La figura muestra el seno rectificado y su aproximacion de Fourier de orden 4.

Estimamos ahora los coeficientes de esta aproximacion mediante la transformada
rapida de Fourier. Como el coeficiente en sen(4¢) es nulo, basta tomar § puntos.

N = 8;

h=2*pi/8;

t = 0:h:2*pi-h;

y (t<pi) .*sin(t) ;
C = fft(y)/N
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Columns 1 through 3

0.3018 -0.0000 - 0.25001i -0.1250 + 0.00001
Columns 4 through 6
0.0000 -0.0518 0.0000

Columns 7 through 8
-0.1250 - 0.00001i -0.0000 + 0.25001

Obtengamos de aqui los coeficientes de la transformada discreta.

AO0 = 2*C (1)
Ak (1:3) = 2*real(C(2:4));
Ak (4) = real(C(5))
Bk = -2*imag(C(2:5))
AQ =

0.60306
Ak =

-0.0000 -0.2500 0.0000 -0.0518

Bk =

0.5000 -0.0000 0 0

Los valores correspondientes del desarrollo analitico antes calculado son bastante
aproximados a los de la transformada discreta.

a0 = 2/pi

a = 2/pi*[0 -1/3 0 -1/15]

b = [1/2 0 0 0]

a0 = 0.6366

a = 0 -0.2122 0 -0.0424
b= 0.5000 0 0 0
1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0

_02 | | | | | |
0

En el grafico de la aproximacion discreta se aprecia la diferencia respecto a la
aproximacion analitica.

4.- a) Coeficientes del desarrollo de Fourier.
En primer lugar, notemos que al tratarse de una funcion par, o sea, que f(—¢)= f (),

el desarrollo so6lo tendra términos en coseno. Estimamos los coeficientes del desarrollo
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de Fourier mediante la formula de trapecios con un nimero relativamente alto de
intervalos, pongamos 500.

= 500;

2*pi/m;
(-pi:h:pi) ';
1./(1+t.72);

<o o B
[

Calculamos el coeficiente del término constante del desarrollo y Acumularemos en s
los sucesivos términos del desarrollo.

a0 = trapz(t,y)/pi
s = al/2*ones (size(t));

a0 = 0.8038

Calculamos los siguientes coeficientes, recordando que los b, son nulos.

for k=1:5
a(k) = trapz(t,y.*cos(k*t)) /pi;
s = s+al(k)*cos(k*t);

end

Los coeficientes en coseno son

a = 0.3889 0.1282 0.0532 0.0163 0.0080
El polinomio de Fourier resultante se confunde casi con la funcion.

b) Transformada de Fourier discreta

Obtendremos los mismos coeficientes con distintos valores de N para observar como
se aproximan a los del desarrollo analitico. Calculamos tnicamente los coeficientes
es las funciones pares.

N =12;
h = 2*pi/N;
t = (-pith:pi-h)';
y = 1./(1+t."2);
M [t.”0 cos (t) cos (2*t) cos (3*t) ...
cos (4*t) cos (5*t) cos(6*t) ];
T = M'*y*2/N;
T(7) = T(7)/2
T =
0.8031
0.3897
0.1275
0.0542
0.0157
0.0101
0.0013



Aproximacion tr

La tabla adjunta muestra coémo se estabilizan los valores calculados al aumentar N.

igonométrica

Coef N=12 N=60 N=120

Ao 0.80305543116051 | 0.80378254202805 | 0.80381223853720
A4, 0.38969093028561 | 0.38892207380461 | 0.38889236036422
A 0.12745841540200 | 0.12819495390619 | 0.12822471822888
A3 0.05423075163348 | 0.05326441580220 | 0.05323456637931
Ay 0.01567242107834 | 0.01627556617975 | 0.01630553536884
As 0.01007848390572 | 0.00807805792346 | 0.00804793366750
As 0.00134128211459 | 0.00076457501605 | 0.00077973274210

¢) Transformada rapida
Para obtener la transformada mediante el algoritmo rapido, hay que evaluar la
funcién en el intervalo [0, 27z]. Por la periodicidad, los valores de 7 a 2z son los
mismos que los de —7 a 0. Basta cortar el vector y en dos trozos y pegarlos

cambiando el

orden.

n=floor ((N+1)/2);

yb =

fft

ans

ecNeoNololNoloNoNoNolNolNolNo]

(yb) *2/N

.8031
.3897
.1275
.0542
.0157
.0101
.0027
.0101
.0157
.0542
.1275
.3897

+

0.00001

+

0.00001

0.00001

0.00001

y([n+tl:N,1:n]);

18

De las 7 primeras componentes se obtienen los coeficientes de la transformada

discreta.



17 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Los problemas de valor inicial de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales suelen
resolverse por métodos directos, a diferencia de los problemas de frontera, que suelen
reducirse a la resolucion de sistemas algebraicos, lineales o no.

Esta Practica aborda los métodos numéricos para el problema de valor inicial de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. En la siguiente, aplicamos estos métodos a las
ecuaciones diferenciales de orden superior al primero y a los sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Formulamos el llamado Problema de Valor Inicial para la ecuacion diferencial de primer
orden e indicamos su aplicacion a los Modelos de Poblacion, que usaremos como ejemplos
ilustrativos de los métodos numéricos.

La interpretacion geométrica de una ecuacion diferencial con un campo de direcciones que
siguen las curvas solucion, nos proporciona una idea intuitiva del método de las
poligonales de Euler, pero otros métodos mas sofisticados se obtienen mas facilmente por
via analitica, a partir de la formulacion de la ecuacion diferencial como una ecuacion
integral. La evaluacion numérica de esta integral por distintas féormulas de cuadratura da
lugar a los métodos basicos de resolucion de ecuaciones diferenciales.

Programaremos los métodos de FEuler, Heun, Euler modificado y Runge-Kutta y los
aplicaremos a algunos ejemplos, comprobando el orden de error de cada uno de ellos.

17.1 Problemas de valor inicial

El Problema de Valor Inicial (PVI) consiste en hallar la solucién y(t) de la ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden
YO =fty@), ast<b,

que en t=a toma un valor determinado yy. Bajo ciertas condiciones, se demuestra que el
PVI tiene soluciéon tUnica. Sin embargo, la solucidon casi nunca puede obtenerse
analiticamente mediante una formula cerrada. Afortunadamente, disponemos de diversos
métodos numéricos que proporcionan aproximaciones de la soluciéon con la precision
requerida en las aplicaciones. Los ejemplos que analizamos si tienen solucion cerrada, lo
que nos permite estudiar el error de los métodos numéricos desarrollados.

Ejemplo 1: Modelos de poblacion de Malthus y Verhulst.

Malthus supone que la velocidad de crecimiento de una poblacion es proporcional al
tamafio de la misma en cada momento. Si llamamos a al coeficiente de proporcionalidad, p
a la poblacion y p' a su derivada respecto al tiempo, la ecuacion resultante es p' =a-p

Si py es la poblacion en es tiempo t = 0, la solucion del PVI es

p=pye”



El modelo de Malthus se aplica con bastante precision a poblaciones pequefias con recursos
practicamente ilimitados o a otros fendmenos como la desintegracion radiactiva (con a < 0).
Sin embargo, cuando los recursos de que dispone la poblacion son limitados, su
crecimiento se ve afectado por la competencia por conseguirlos entre los miembros de la
poblacion. Verhulst introduce en la ley de Malthus una correccidén proporcional al nimero
de encuentros que pueden producirse entre los miembros de la poblacion en la busqueda de
los recursos, quedando la ecuacion diferencial como

p'=ap-bp’
Notemos que el modelo de Malthus es un caso particular del de Verhulst con b = 0. La
solucion del PVI correspondiente al modelo de Verhulst es

ap,
p)= —
b p,+(a—=>b p,)e

17.2 Campo de direcciones

Si representamos en el plano cartesiano las soluciones de una ecuacion diferencial para
distintos valores iniciales, obtenemos curvas cuya pendiente en cada punto (t, y) es el valor
de f en dicho punto.

Si no conocemos las soluciones, la ecuacion diferencial proporciona sus pendientes en cada
punto del plano. Representandolas obtendremos la forma aproximada de dichas soluciones.
MATLAB dispone de una funcion, quiver, apropiada para visualizar el campo de
direcciones de una ecuacion diferencial.

En primer lugar, editamos un fichero f.m que devuelva los valores de la ecuacion
diferencial del ejemplo 4

function z = verhulst (t,p)
a =4; b=1;
zZ = a*p - b*p."2;

Para representar su campo de direcciones hacen falta dos matrices con las coordenadas de
los nodos en los que trazar las direcciones y otras dos con las coordenadas de vectores que
en cada punto tienen la pendiente deseada. Los vectores son escalados convenientemente
por la funcion guiver.

t =0:.2:3; y=0:.2:5;
[tt,yy] = meshgrid(t,vy):;
uno = ones(size(tt));
dy = f(tt,yy);

quiver (tt,yy,uno,dy)

Siguiendo las flechas visualizamos la forma de las soluciones.

17.3 Métodos Numéricos para el Problema de Valor Inicial



Los métodos numéricos no dan una expresion analitica de la funcién que permitiria
evaluarla en cualquier t, sino valores aproximados de la misma en un numero finito de
instantes

a=t, <t <..<t =b

Los tx se consideran como nodos de integracion y suelen tomarse equiespaciados para
simplificar la aplicacion del método. La distancia entre nodos consecutivos es el paso de
integracion h. Denotamos por yo, yi, ..., ¥n las aproximaciones calculadas de los valores de
la solucion en los nodos correspondientes, y(to), y(t), ..., y(tn). Para obtenerlas, expresamos
el problema de valor inicial en la forma

y(O) = y(t) + ], [ (s, 7(5))ds
y evaluamos numéricamente la integral del segundo miembro.
Curiosamente, esta ecuacion integral es la base tanto para la demostracion teodrica de la
existencia y unicidad de la solucion del problema de valor inicial, como para la
aproximacion numérica de las mismas. Por el contrario, los métodos analiticos obtienen la
solucion mediante transformaciones efectuadas sobre la forma diferencial del problema de
valor inicial.
En el caso tedrico, se considera la ecuacion integral como una ecuacion de punto fijo de
incognita y(t) y se itera sustituyendo a la derecha la estimacion inicial yo(t) = yo. El
resultado se asigna a y(t), que es el siguiente iterado, y asi hasta obtener la convergencia.
El limite es la solucion buscada. En el caso numérico, la evaluacion de la integral mediante
formulas de cuadratura ha de enfrentar la dificultad de que en el integrando aparece la
funcion y(t) que se trata de obtener. Para resolverla, algunos métodos hacen en cada paso
una prediccion del valor buscado y luego integran de nuevo para corregir esta prediccion.

Para analizar la precision de un método numérico, comparamos la solucion obtenida con la
exacta para problemas en que ésta puede determinarse analiticamente.

Cuando no se dispone de la solucién exacta, se comparan dos soluciones aproximadas,
obtenidas con paso distinto.

Tomamos como medida del error el maximo de los errores locales, definidos éstos como la
distancia en cada nodo entre la solucion exacta y la aproximada.

Se dice que un método es convergente si el error maximo tiende a 0 cuando el paso se hace
pequeio. Ademds de ser convergente, interesa que un método se aproxime lo mas
rapidamente posible al limite. Comparamos esta rapidez con la tendencia a cero de las
potencias de h.

Decimos que un método es de orden p, si el error mdximo tiende a cero a la misma
velocidad que h”, cuando h tiende a 0.

Ejemplo 2: (Continuacion de ejemplo 1)



Codifiquemos la solucion exacta del modelo de poblacion de Verhulst:

ap,
bp,+(a—-b po)eia[

p(t)=
function p = logistic(t,p0)

4; b = 1;
a*p0./ (b*p0+ (a-b*p0) *exp (-a*t) ) ;

a
P

Guardamos la funcion en un fichero logistic.m que utilizaremos para hallar los errores de
los distintos métodos.

17.4 Método de Euler

El método de Euler aproxima la integral de forma bastante rudimentaria. Para estimar y(t;),
hemos de evaluar la integral

L
Ji £y @)
en el intervalo [to, t;], pero s6lo conocemos el integrando en el punto t,. Supondremos pues
que el integrando toma en todo el intervalo el valor f(ty, yo), con lo que la integral buscada
se aproxima por
h 1 (8 %,)-
Llevando este valor al segundo miembro de la ecuacion integral, obtenemos la estimacion
de la solucion en el nodo t;:
Vi =Yo+h [, ).
Repitiendo este proceso sucesivamente para cada nodo, obtenemos las aproximaciones de
la solucion en los nodos del intervalo, por el llamado método de Euler.
Para k=0, 1, 2, ...,n-1 hacemos
Vin =V T f (4, )
El siguiente algoritmo calcula estos valores y los almacena en un vector y.

Algoritmo de Euler

o Entrada: a, b,y n

a Proceso: Paso de integracion & = (b—a)/n
Nodos de integracion ¢t = (a: h:b)’
valor inicial y(1) =y
for k=1:n

y(k+1) = y(k) + h* ft(k), y(k)



end
o Salida: Ly

Codificamos el algoritmo de Euler en MATLAB y lo guardamos en mieuler.m (no se puede
usar euler.m porque es una funcion del sistema).
Es conveniente inicializar y como un vector columna de n+/ ceros. Asi ahorraremos

tiempo en las asignaciones de cada iteracion.
y = zeros (n+l,1)

Almacenamos los nodos y las iteraciones en columna para facilitar la representacion grafica
de la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales que veremos en la Practica siguiente.

Para resolver el modelo de poblacion, ejecutamos
[t,y] = mieuler(0,3,0.1,20)

y representamos la salida sobre el campo de direcciones anterior:
quiver (tt,yy,uno,dy)

5 T T T
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R I T e T T T Y T VA VI N VY

S S N N N "R VI N N T U A N
44+- - - - - - - - - - 4
RN NN

. r r 72 2 r/ror 2 222777
¢ 72 72 7 72 72 7 72 7 7 7 7 7 7 7 4
rr 777 rr 727
AN NN
2EERRLEREEERREE
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rrrr ST
rr 2777777
rr 7 rrr 7S
1w 7 7 r/r 7 7 r r 70 rr S
vz 7z 7 7z 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

| O D S S O

) ]
_1 | | I | I |

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

hold
plot(t,Y)

Si hemos puesto la solucion exacta en el fichero /ogistic.m, calculamos el error mediante

max (abs (y-logistic(t,0.1)))



ans =
0.6616

Comprobamos que duplicando el numero de subintervalos, el error se divide
aproximadamente por 2. El método de Euler es de orden 4.

Ejemplo 3
[t,y] = mieuler(0,3,0.1,40)

Tomado menos intervalos, 10 por ejemplo, se advierte que el método se hace inestable,

produciéndose oscilaciones en el resultado.
[t,y] = mieuler(0,3,0.1,10)

plot (t,y)

Repetimos el proceso con distintos valores iniciales para comprobar que la solucion tiende
al valor limite a/b, partiendo de un valor positivo, y a 0 si la poblacion inicial es nula.

17. 3 Método de Heun

Para mejorar la precision del método de Euler, basta aproximar la integral en cada paso
mediante un método mas preciso, como puede ser el de los trapecios.



Sin embargo, tenemos el inconveniente de que, por ejemplo en el primer paso, no
conocemos f(t;, y;), dado que y; es justamente el resultado de este paso. A falta del valor de
Vi1, lo estimamos por Euler:

y=yoth [t )
Ahora ya podemos aplicar la formula de trapecios y corregir el valor de y;.

no= v 02 (F v+ £ (2. 90)
Andlogamente obtenemos y, a partir de y;, prediciendo primero un valor por Euler y
ajustandolo después por trapecios. En general, el paso k consiste en:
a) Predecir un valor de y;+; mediante

Vi =YV the f(6, 90
b) Corregir la prediccion mediante trapecios

Vi = Vi +h/2'(f(tk>yk) + [ (4 + hay/fﬂ))
Obtenemos asi el llamado método de Heun. La estructura del algoritmo correspondiente
es igual a la del algoritmo de Euler, variando so6lo la forma de obtener el paso siguiente.

Algoritmo del método de Heun

Para k=1:n
kI = f(1(k), y(k))
Prediccion  yp = y(k) + h*kl
k2 = fit(k)+h, yp)
Correccion  y(k+1) = y(k) + h/2*(kl1+k2)
finpara k

Codificamos el algoritmo de Heun en MATLAB, modificando el fichero de Euler, del que
solo se diferencia en la forma de obtener la y en cada paso, y lo guardamos en heun.m.



Ejemplo 4: Caida en un medio resistente

Un proyectil de masa m = (.11 kg se lanza verticalmente hacia arriba en el aire con una
velocidad inicial de & m/s. Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la
velocidad, se satisface la ecuacion diferencial

vi=—g—kv|v|/m

donde g = 9.8 m/s’ y k = 0.02 kg'm™’ es el coeficiente de resistencia del aire.

a) Resuelve el PVI en el intervalo /0,1] con & = 0.1, por el método de Heun.

b) Representa la solucién v graficamente e interpreta fisicamente el resultado obtenido.
(Hacia qué tiende v?

Solucion

Codificamos la ecuacion diferencial en f.m
function z = proyectil(t,y)

k =20.002; m=0.11; g = 9.8;

z = -g - k/m*y.*abs (y);

En el intervalo /0,1] la velocidad parece decrecer linealmente como si fuese un movimiento
de caida uniformemente acelerado. La velocidad tenderia a —o.

Al tomar un intervalo mayor observamos que la velocidad tiende a cierto limite y el
proyectil cae finalmente con movimiento uniforme, a velocidad constante.

a) [t,yl=heun(0,1,8,10)

t =

.1000
.2000
.3000
.4000
.5000
.6000
.7000
.8000
.9000
.0000

O OOO0OO0OO0OOoOo

8.0000
6.9185
5.8638
4.8315
3.8170
2.8166
1.8264
0.8427
-0.1379
-1.1168
-2.0916



17.5 Método de Euler Modificado

Utilizando como método de integracion el del punto medio, obtenemos el llamado método
de Euler modificado para ecuaciones diferenciales.

Para evaluar la integral en un intervalo, pongamos por ejemplo en /#, ¢;/, necesitamos el
valor de y en el punto medio del mismo, #) + A/2. Como ain no disponemos de ¢l, lo
aproximamos por Euler

Vi = Yo + hI2:f(t, ¥,)

Con esta aproximacion, evaluamos la integral en /7, ¢;/ por la formula de punto medio que
da

hfty + hi/2, y,,)
El primer paso del método modificado de Euler queda pues como

Vo=, +hflt, +hl/2, )
Enlaetapa k, parak =0, 1, 2, ...n-1, obtenemos yy+, a partir de y; mediante las operaciones

Vi =V + hI2f (4, y,)

Vi =V T hf@ +h/2, 9.,

El método de Euler modificado tiene error de orden 2, como el de Heun.
Algoritmodel método de Euler modificado

Para k=1:n

%Estimacion de y+h/2  y12 = y(k) + h/2* fit(k), y(k))

% Estimacion de yy+; v(k+1) =y(k) + h* f(t(k) + h/2, yI12)
fin para k

Ejemplo 5
[t,y]=mieulerm(0,1,8,10)

t =

.1000
.2000
.3000
.4000
.5000
.6000
.7000

OO O OO oo



0.8000
0.9000
1.0000

8.0000
6.9190
5.8649
4.8330
3.8190
2.8190
1.8292

0.8460
-0.1342
-1.1135
-2.0889

17.6 Método de Runge-Kutta

El método elemental que mdas se utiliza para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales es, sin duda, el de Runge-Kutta. Basado en la regla de Simpson de integracion
numérica, resulta como éste de orden 4.

Observando los términos de la férmula de integracion aproximada vemos que, en el primer
paso, hay que estimar f(t;,, vi») y f(t;, vi), que dependen de valores de y atn no
disponibles. Denotamos por ¢, a ty+h/2.

Llamando

k] = f(toa yo)
estimamos y;,, por Euler y evaluamos fen (¢, yi,)

k, = f(t,,,y, + h/2k)
Estimamos ahora y,,» por Euler con pendiente k», en lugar de k; y volvemos a evaluar f
ky=f(t,, o + h/2k,)
Finalmente, estimamos y; por Euler con pendiente k; y evaluamos f en (t,y;)
ky = f(t, y, + k)
Combinando adecuadamente estas estimaciones de f en la regla de Simpson, obtenemos el
primer paso del método de Runge-Kutta.

Y, =y, thi6e(k + 2k, + 2k, + k,)
En general, obtenemos yi+1 de yx mediante las expresiones siguientes

ki = flte yi)
k> = flteth/2, yi + h/2°ky)
ks = fltsth/2, yi + h/2'k;)
ks = flter1, yi + hoks)
Vi+1 = Vi +/’l/6(k1 + 2k> + 2k3 + k4)



Ejemplo 6
[t,y]=rkd ('proyectil',0,1,8,10)

t =

.1000
.2000
.3000
.4000
.5000
.6000
.7000
.8000
.9000
.0000

PO OOOOOoOOoOoOo

8.0000
6.9187
5.8643
4.8322
3.8180
2.8179
1.8279
0.8445
-0.1358
-1.1150
-2.0901

17.7 Problemas
17.7.1 Enunciados

1. Un proyectil de masa m = 0.11 Kg. se lanza verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial de 8 m/s siendo frenado por la accion de la gravedad y por la
resistencia del aire. Se satisface la ecuacion diferencial

mv’ =—mg-—kvv|
donde g=9.8 m/s2 y k=0.002 Kg/m. Halla la velocidad al cabo de 2 segundos usando el

a) Método de Euler con h =20 g) Método de Euler modificado con n =20

b) Método de Euler con h= 10 h) Método de Euler modificado con n =10

c) Método de Eulerconh=5 1) Método de Euler modificado conn =5

d) Método de Heun con h =20 j) Método de Runge-Kutta con n = 20

e) Método de Heun con h= 10 k) Método de Runge-Kutta con n =10

f) Método de Heunconh=35 1) Método de Runge-Kutta conn =15
Halla la solucion analiticamente. Justificar el orden de error de cada método. Representa
graficamente la solucion.
Tomando un intervalo de tiempo mayor, comprobar que la velocidad “crece” hasta llegar a
cierto limite. Obtén éste analitica y numéricamente.



2. Un liquido de baja viscosidad fluye de un tanque conico invertido por un orificio

circular a razén de dx = —0.67rr2\/£ Vx donde r =3 mm es el radio del
dt A(x)

orificio, x es la altura de la superficie del liquido desde el vértice del conoy A(x) es el
area transversal del deposito a una altura x. Supongamos que la altura inicial del liquido es
de 3 m y el volumen inicial de 180p/3 m3. Halla el nivel del agua al cabo de una hora,
mediante

a) Método de Euler conh=360  g) Método de Euler modificado con h =360

b) Método de Euler conh =180  h) Método de Euler modificado con h = 180

¢) Método de Euler con h =90 1) Método de Euler modificado con h =90

d) Método de Heun con h =360  j) Método de Runge-Kutta con h = 360

e) Método de Heun con h=180 k) Método de Runge-Kutta con h = 180

f) Método de Heun con h =90 1) Método de Runge-Kutta con h =90
Halla la solucion analiticamente. Justificar el orden de error de cada método. Representa
graficamente la solucion.

17.7.2 Soluciones

2.-

A(x)= 3*Volumen/altura=pi*20*x*/3

Supongamos: x0=3m.

Ax V0=60*pi m’

Nos piden calcular el nivel del agua, x, al cabo
X de una hora t=3600s

Entonces la ecuacién diferencial quedara de la siguiente manera :

Dx/dt= -0.6mr’sqrt(2g)*sqrt(x)/(1*20/3*x)

b.) Método de Euler con h =180
El algoritmo del método de euler lo modificaremos porque en este ejercicio nos dan como
dato el paso de integracion luego tendremos que sacar n. Si h=180 n sera lo siguiente :

n=(b-a)/h. Donde b=t=3600s y a=t0=0. Luego :

N=(3600-0)/180=20 ;



La nomenclatura :

y0=x0=3 m.
y=X

Antes de aplicar los algoritmos de cada método tendremos que crear un archivo de ombre
f11.m en el que pondremos la ecuacion diferencial. El algoritmo es el siguiente :

function z=f11(t,y)

%ejercicio 2 de propuestos.

r=0.003;

g=9.8;
7z=-0.6*pi*r"2*sqrt(2*g)*sqrt(y)./(pi*20/3*y."2);
Ahora pasamos a aplicar los métodos.

El algoritmo del método de euler es el siguiente :

function [t,y]=mieuler(a,b,y0,n)

%

% [t,y]=mieuler(a,b,y0,n)

%

% Obtenemos las aproximaciones dela solucion en los nodos del intervalo,
% por el llamado método de euler.

% El siguiente algoritmo calcula estos valores y los almacena en un

% wvectory.

%

% ii NOTA !!:  Es conveniente inicializar 'y' como un vector columna
% de n+l1 ceros: y=zeros(n+1,1)

% Asi ahorraremos tiempo en las asignaciones de cada

% iteracion.

%

% >>>>>>>>>> CONCLUSIONES: duplicando el numero de subintervalos, el error
% obtenido por la formula [max(abs(y-logistic(t,y0)))] se divide

% aproximadamente por 2. El método de euler es de orden h.

%

h=(b-a)/n; %paso de integracion

t=(a:h:b)’; % Nodos de integracion

y=zeros(n+1,1); % Valor inicial

y(1,1)=y0;

for k=1:n
y(k+1,1)=y(k,1)+h*f11(t(k),y(k,1));

end

Si lo ejecutamos con los valores dados en el enunciado :

[t,y]=mieuler (0,3600,3,20)
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180

360

540

720

900
1080
1260
1440
1620
1800
1980
2160
2340
2520
2700
2880
3060
3240
3420
3600

.0000
.9999
.9998
.9996
.9995
.9994
.9993
.9991
.9990
.9989
.9988
.9986
.9985
.9984
.9983
.9981
.9980
.9979
.9978
.9976
.9975



vétodo de Euler

29955 -

28991

29985 -

2893

29975

1 1 1 1 1 1 h
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

El nivel del agua al cabo de una hora sera: x=2.9975m.
e.) Método de Heun con h =180

Al igual que en el apartado anterior el paso de integracion es un dato del problema entonces
tendremos que hallar la n para poder introducirla como datos de entrada en la cabecera del
algoritmo.

Entonces : n=(b-a)/h siendo b=t=3600s y a=t0=0s. Luego : n=3600/180=20.

y0=x0=3m.
y=x Es el resultado que buscamos.

El algoritmo del método de Heun es el siguiente :

function [t,y]=Heun(a,b,y0,n)

%

%

% [t,y]=Heun(a,b,y0,n)

%

% Para mejorar la precision del metodo euler basta aproximar la integral en cada paso
mediante un metodo mas preciso (como puede ser el de trapecios).

% Pero tenemos el inconveniente de que en el primer paso no conocemos f(tl,yl) dado que
y1 es el resultado de este paso, entonces estimaremos el valor de y1 por euler.

% Entonces ya podremos utilizar trapecios y corregir el valor de y1.

% Obtenemos el llamado metodo Heun.

h=(b-a)/n; % Paso de integracion
t=(a:h:b); % Nodos de integracion



y=zeros(n+1,1); % Valor inicial
y(1,1)=y0;
for k=1:n
kI=f11(t(k),y(k,1));
yp=y(k,1)+h*k1; % Prediccion
k2=f11(t(k)+h,yp);
y(k+1,1)=y(k,1)+h/2*(k1+k2); % Correccion
end

Introducimos los datos y ejecutamos el algoritmo y los resultados son :
[t,y]=Heun ('deposito',0,3600,3,20)

t =

180

360

540

720

900
1080
1260
1440
1620
1800
1980
2160
2340
2520
2700
2880
3060
3240
3420
3600

.0000
.9998
.9997
.9996
.9995
.9993
.9992
.9991
.9990
.9988
.9987
.9986
.9985
.9983
.9982
.9981
.9980
.9978
.9977
.9976
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2.9975

Método de Heun
3.0001 T

2.9999 -

2.9998 -

2.9997 |-

2.9996 |-

2.9995

2.9994 |-

2.9993

2.9992

2.9991 . . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

El nivel del agua al cabo de una hora sera: x=2.9975m.

El error se calcula utilizando la funcion sdeposito, en la cual tenemos que poner la solucion
exacta de la ecuacion para luego poder hallar el error maximo poniendo
max(y-sdeposito(t,y0));

La solucién exacta de la ecuancion diferencial :

La ecuacion diferencial se puede resolver por partes ya que tiene la forma siguiente :

Dx/dt=A*(sqrt(x)/x”?) entonces la solucion exacta es :

Utilizando la funcion logistic :

function y=sdeposito(t,y0)

r=0.003;

g=9.8;
y=(y0™(5/2)-t*0.6*pi*r " 2*sqrt(2*g)./(pi*20/3)*5/2).(2/5);

Con esta funcidn obtenemos que el herror para el método de Euler es 7.73 10 y para el
método de Heun 2.68 107",
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CAMPO DE DIRECCIONES

>> campo('verhulst',0,3,0,6)
>> hold on

METODO NUMERICO: EULER

>> for k=0:0.1:6
[t,y] = mieuler('verhulst',0:0.01:3,k);

plot(t,y, k")
end

CALCULO DEL ERROR

>> [t,y] = mieuler(‘verhulst',0:0.01:3,0.2);
>> plot(t,y,'d)

>> [t,y] = mieuler(‘verhulst',0:0.005:3,0.2);
>> plot(t,y,'r")

>> [t,y] = mieuler(‘verhulst',0.0.0025:3,0.2);
>> plot(t,y,'b")

CALCULO

>> [t,y] = mieuler('verhulst',0:0.01:1,0.2);
y1l=y(end)

>> [t,y] = mieuler('verhulst',0:0.005:1,0.2);
y2 =y(end)

>> [t,y] = mieuler('verhulst',0:0.0025:1,0.2);
y3 =y(end)

>>y2-yl
ans =
0.0110

>>y3-y2
ans =

file:///E|/Documentos/Estudios/Documentaci on%20Asigna...%620-%2019%20(Cual itativa)/practi ca%2017%20-%20EDO.txt (1 of 3) [09/03/2008 13:49:42]



file:///E|/Documentos/Estudi os/Documentaci on%20A signaturas/ 1B/L abo...%620(Si stemas) %20-%62019%20( Cualitati va)/practi ca%2017%20-%20EDO.txt

0.0054

El doble de orden reduce €l error alamitad. Lineal.
Es muy malo

METODO NUMERICO: HEUN

CONVERGENCIA

>> [t,y] = heun('verhulst',0:0.01:1,0.2);
>>y1 = y(end)
yl=

2.9670

>> [t,y] = heun('verhulst',0:0.005:1,0.2);
>>y?2=y(end)
y2=

2.9673

>> [t,y] = heun('verhulst',0:0.0025:1,0.2);
>>y3 = y(end)
y3=

2.9673

>> (y2-y1)/(y3-y2)
ans =
3.9609 % aprox 4.

Aumentar al doble de puntos mejora en 4 la aproximacion

es cuadratico

METODO NUMERICO: EULER MODIFICADO

CONVERGENCIA

>> [t,y] = eulermod('verhulst',0:0.01:1,0.2);
>>yl=y(end)

>> [t,y] = eulermod('verhulst',0:0.005:1,0.2);
>>y2=y(end)
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>> [t,y] = eulermod('verhulst',0:0.0025:1,0.2);
>>y3 = y(end)

>> (y2-y1)/(y3-y2)
ans =
3.9475

Convergencia cuadratica

Justificacion de laimportancia de utilizar método preciso

Utilizando un metodo malillo:

>> [t,y] = mieuler('verhulst',0:0.3:3,0.2);
>> plot(t,y,'k")

>> [t,y] = mieuler('verhulst',0:0.7:3,0.2);
>> plot(t,y,'r)

>> [t,y] = mieuler('verhulst',0:0.6:40,0.2);
plot(t,y,T)

se desmadra totalmente
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18. Sistemas de ecuaciones diferenciales

En el tema anterior hemos desarrollado métodos numéricos para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, que aparecen en las aplicaciones cuando se
conoce como varia una magnitud y con respecto a otra, generalmente el tiempo ¢. En
este tema, generalizaremos dichos métodos a situaciones que involucren la variacion
con respecto a ¢ de varias magnitudes, o bien, aquellas en la que intervienen derivadas
de y de orden mayor que 1. En el primer caso se trata de los sistemas de ecuaciones
diferenciales, y en el segundo de las ecuaciones diferenciales de orden superior.

Un ejemplo tipico de sistema diferencial surge al estudiar la evolucién de dos
poblaciones bioldgicas relacionadas entre si. Conocidas leyes fisicas, como la ley de
Newton, F' = m-a, dan lugar a ecuaciones diferenciales de orden superior, en este caso
de orden 2, pues la aceleracion es la derivada segunda de la posicion.

La generalizaciéon buscada es directa y sencilla, consistiendo basicamente en trabajar
con vectores en lugar de escalares. Los programas se modifican minimamente gracias a
la capacidad vectorial de MATLAB. Por la misma razon, en lugar de desarrollar
métodos especificos para ecuaciones de orden superior, se prefiere transformarlas en
sistemas de primer orden, con tantas ecuaciones como el orden de la ecuacion dada.

Aplicaremos los métodos desarrollados a la resolucién de circuitos eléctricos LRC,
que dan lugar a ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes. Como estas ecuaciones se resuelven analiticamente, en cualquier momento
podemos comprobar la precision de los resultados numéricos. Naturalmente, éstos son
realmente ttiles cuando no se dispone de una expresion analitica adecuada de la
solucion.

18.1. Ecuaciones de orden superior y sistemas

Una sistema de ecuaciones diferenciales expresa las relaciones que verifican varias
funciones desconocidas, yi(?), ya(?), ..., ym(f) y sus derivadas respecto a la variable ¢. El
objetivo es determinar estas funciones en un intervalo [a, b]. En el caso mas sencillo, la
derivada primera de cada funcién puede expresarse explicitamente en términos de la
variable independiente y de las funciones incognita.

()= £(63,0), 9,055 3,,(0))
)= f,(t,3,(0), ¥, (0)s..., ,, (1))

Y= 1, E3,0), 3,0, y,, (1))



Sistemas de ecuaciones diferenciales 2

Las m ecuaciones admiten una escritura compacta en términos vectoriales.
Considerando las incégnitas como componentes de una funcidon vectorial de una
variable

y&) =30, O, v, () R — R"

y las ecuaciones, como componentes de una funcion vectorial de varias variables

[t y@) =A@ yO) [ YD), £, y0): R™ - R”
el sistema diferencial se escribe formalmente igual que una ecuacién diferencial
y'(0) = £t y(1)

El Problema de Valor Inicial consiste en resolver este sistema dado el valor en el
instante inicial a,

y(@) =y (a), y,(a),..., v, (@)=,

La notacién vectorial sugiere la extension de los métodos numéricos de ecuaciones
diferenciales ordinarias a los sistemas de ecuaciones diferenciales, efectuando
componente a componente las operaciones de estos métodos.

Ejemplo 1

Dos especies viven en determinado medio y una de ellas se alimenta de la otra, por
ejemplo, zorros y conejos. Si no fuera por los zorros, los conejos se reproducirian
proporcionalmente a su poblacion, pues encuentran en el medio suficientes recursos
para alimentarse. Los conejos son devorados por los zorros a velocidad proporcional al
producto del nimero de zorros, z(¢), por el nimero de conejos, c(?).

La proliferacion de los zorros depende de la cantidad de conejos que pueden cazar,
que suponemos proporcional al nimero de encuentros entre zorros y conejos, que, a su
vez, es proporcional al producto de sus poblaciones respectivas. Asimismo, si hay
demasiados zorros, han de competir entre ellos por el alimento. El factor de
competencia se considera proporcional al cuadrado de la poblacion de zorros.

Estas ideas se resumen en el sistema diferencial

c'=ac—pcz }

Z'=—yz’+8cz
donde a, S, yy Json constantes apropiadas.

Las ecuaciones diferenciales de orden m involucran la funcioén incognita y(t) y sus
derivadas hasta el orden m. Supondremos que la ecuacion estd en forma explicita, es
decir, con la derivada de mayor orden expresada en funcion de las demas y en su caso
de la variable independiente.

@) = flt, y@), y' @), Y @), ...y )

Las ecuaciones diferenciales de orden superior al primero se transforman en sistemas
mediante un cambio de variables. Llamando y; a la funcion incognita y, y, a su derivada
v, y3 ala derivada segunda y", y asi sucesivamente, queda el sistema equivalente



3 Ecuaciones de orden superior y sistemas
() =y,(t)
¥, (1) =y;(t)
Vi) =y,(t)

Y@=t (0, y,(0), ... ¥, (1))

Ejemplo 2

Un circuito eléctrico LRC consta de una
resistencia, una bobina y un condensador WV
conectados en serie con una fuente de energia
eléctrica. Si denotamos por R el valor de la g
L

resistencia, por L la inductancia de la bobina y
por C la capacidad del condensador y suponemos
que la tension en la fuente viene dada por una E@)
funcion del tiempo  E(f), entonces, el

comportamiento del circuito viene dado por la ecuacion

L['+R[+%=E(t)

donde Q es la carga en el condensador ¢ / =Q' es la intensidad de la corriente por el

circuito. Al fijar los valores de Q e I en ¢ =0 se obtiene un problema de valor inicial.
Si expresamos [ e I' en funcién de O, queda una ecuacion diferencial de segundo
orden

LQ”+RQ’+%: E(t)

Tomando en cambio como variables O e I, obtenemos el sistema equivalente de
primer orden

Q!
I'= (E(t)—— j/L

18.2. Método de Euler

Consideramos el problema de valor inicial asociado a un sistema de m ecuaciones
diferenciales y a unos valores iniciales dados

Y0 =f@y@), tela,bl; ya)=y,

Para cada ¢, y(¢) e y'(f) son vectores m-dimensionales. Salvo este pequeno detalle, el
método de Euler se aplica igual que en el caso unidimensional. Dividimos el intervalo
[a, b] en n partes iguales

h=(Mb-a)/n
t,=a+k-1)*h



Sistemas de ecuaciones diferenciales 4
y estimamos iterativamente el valor de la solucion en cada nodo segiin
Y=y =y,
Parak=1,2,....m
YO ) EYa =yt ft, p,)

Vamos a programar el método de Euler para sistemas diferenciales, mediante una
funcién cuyas entradas y salidas sean analogas a las de los métodos implementados en
MATLAB. Consultando la ayuda de ODE23, vemos que la sintaxis mas sencilla es

[t,y] = ode23(odefun, tspan,y0)

donde odefun es el fichero de la ecuacion diferencial, tspan es el intervalo de
integracion e y0 la condicion inicial. La salida proporciona una matriz y cuyas
columnas son las componentes de la solucion en los instantes dados por t. Cada fila de
y contiene el valor de la solucién en el instante correspondiente de t.

El vector tspan puede ser de la forma [a,b], siendo a y b los extremos del
intervalo en que se quiere calcular la solucion, o bien un vector que contenga todos los
instantes en los que se requiere conocerla. En el primer caso, el algoritmo determina los
puntos a evaluar, en funcién de la precision requerida. Nuestros algoritmos usan la
version extensa de tspan, ya que son de paso fijo.

La llamada a la funcién odefun

dy = odefun(t,vy)

tiene dos argumentos de entrada, aunque no utilice el primero, y debe producir una
columna dy con las derivadas dadas por el sistema diferencial, f(z, y).

Damos a continuacién un posible cddigo del método de Euler, de acuerdo con estas
observaciones. En cada paso, al algoritmo afiade una fila a la matriz y con el valor
calculado de la solucion para el instante siguiente.

function [t,y]=mieuler(f,t,y0)

o

Método de Euler para el problema de valor inicial

o°

o°

y'(t) = £(t,y(t)); y (£0)=y0;

o°

o°

en los instantes dados por t

n lenght (t) ;
h = diff(t);
y(l,:) = y0;
for k=1:n
y(k+1l,:) = vyv(k,:) + h(k)*feval(f,t(k),y(k,:))";
end

Curiosamente, MATLAB requiere que al evaluar un sistema diferencial, las
derivadas se obtengan en columna, mientras que genera la solucién por filas. Por este
motivo aparece la transpuesta en el codigo de mieuler.
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Ejemplo 3

El fichero siguiente evaltia el sistema diferencial del Ejemplo 1 con determinados
valores de los parametros.

Z'=—yz’+8cz

c'=ac—pfcz }

function dy = presarapaz(t,y)
% Modelo presa-rapaz (zorros, conejos)

>
]

Parametros
=0.4; b=0.01; g=0.01; d=0.01;

Q

% Variables

c = y(l);

z = y(2);

$ Ecuacion

dc = a*c-b*c*z;
dz = g*c*z-d*z"2;
% Salida

dy = [dc; dz];

Resolvamos el problema de valor inicial con partiendo de ¢ =z = 10, en un tiempo de
30 unidades, por el método de Euler con 1000 subintervalos.

tspan = 0:0.03:30;
[t,y] = mieuler ('presarap',tspan, [10,101]);

El grafico muestra la evolucion de las poblaciones con el tiempo, observandose que
tienden a una situacion estable con 40 individuos de cada especie.

plot(t,y)
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En este otro grafico se observa la interrelacion entre ambas poblaciones.

plot(y(:,1),y(:,2))
xlabel ('conejos')
ylabel ('zorros')

55

ZOorros

70

conejos

Cada punto de la trayectoria muestra las poblaciones de ambas especies en un
momento dado. La trayectoria se recorre en sentido antihorario. Se observa que cuando
la poblacion de conejos es grande, la de zorros aumenta, lo que a su vez hace disminuir
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el nimero de conejos. el aumento de zorros provoca mayor competencia entre ellos
ademads de escasez de conejos, con lo que la poblacion de zorros se reduce.

En este caso los valores de los parametros hacen que el sistema tienda al equilibrio
rapidamente, pero con otros valores, el comportamiento puede ser distinto, provocando,
por ejemplo, la extincion de una especie.

Ejemplo 4
Consideremos circuito eléctrico LRC en el que no

e . . AAAA
hay tension impresa y la resistencia es cero. La R
solucion general de la ecuacion diferencial del
circuito § I L c

" Q
LO"+==0
“re £

es

Q= Acosw,t + Bsin w,t

donde 4 y B dependen de las condiciones iniciales. En ausencia de resistencia, el
circuito no pierde energia y presenta oscilaciones periddicas sinusoidales de frecuencia

angular o, = 1/ VLC.

El fichero siguiente codifica el sistema diferencial

0'=1

I':(E(t)—g— j/L

de un circuito genérico LRC. En el propio fichero se establecen los parametros del
circuito concreto. Damos valores convencionales a los datos para simplificar los
calculos; los valores reales suelen estar en diferente escala.

function dy=lrc(t,y)

o°

Circuito LRC
LI' + RI + Q/C = E(t)

o°

Prametros del circuito
= 2;

= ’

14

M Q 25 B ooe
o - O

14

o\°

Variables
= y(1l);
=vy(2);

H O

o

% Ecuacidn
dag = I;
dI = (E-Q/C-R*I)/L;

% Salida
dy = [dQ;dIl];
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Resolvamos el circuito por el método de Euler en un intervalo de 30 segundos con
1000 subintervalos

tspan = 0:0.03:30;

[t,y] = mieuler ('lrc',tspan, [1,0]);
plot (t,y)

grid

0.5

-0.5

El grafico tiene algo inesperado, pues la amplitud de las oscilaciones va en aumento,
en lugar de mantenerse constante. Esto no tiene sentido fisico, porque supone que el
circuito genera energia. Concluimos que es debido a la limitada precision del método de
Euler. Podemos mejorar la precision aumentando el nimero de pasos de integracion,
pero asi aumenta también el coste computacional. La alternativa es recurrir a un método
de mayor orden, como puede ser el método de Heun o el de Runge-Kutta.

18.3. Método de Runge-Kutta

Recordemos las formulas de Runge-Kutta del caso escalar y las adaptamos al problema
de valor inicial

YO =fy0), teladl; ya=y,
Dividimos el intervalo [a, b] en n partes iguales
h=(b-a)/n
t,=a+(k-1)*h

y estimamos iterativamente el valor de la solucion en cada nodo segiin

ye)=y,=y,
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Parak=1,2,....m

ko=f.»)
k,=f@,+h/2,y,+h/2k)
ky=f,+h/2,y,+h/2k,)
k,=f(t, +h y +hk;)

YO )=y, =y, +hl6(k +2%k, +2%k, +k,)

Codificamos el método de Runge-Kutta para sistemas, teniendo en cuenta las
observaciones anteriores sobre la sintaxis de estas funciones.

function [t,y]=rungekut (f,t,y0)

o

% Método de Runge-Kutta para el problema de valor
inicial

o°

o°

y'(t) = £(t,y(t)); y (£0)=y0;

o°

o°

en los instantes dados por t

h = diff(t);
n = length(t);
y(l,:) = y0;

k1l feval (f,t(k), y(k,:))";

k2 = feval(f,t(k)+h(k)/2, y(k,:)+h(k)/2*kl)"';

k3 = feval (f,t(k)+h(k)/2, y(k,:)+h(k)/2*k2)"';

k4 = feval (f,t(k+1),y(k,:)+h(k)*k3)"';

y(k+1l,:) = y(k,:)+h(k)/6* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
end

Ejemplo 5

Aplicando Runge-Kutta al problema de valor inicial del ejemplo anterior con el mismo
nimero de subintervalos, obtenemos un resultado mas coherente con lo esperado desde
el punto de vista fisico.

tspan = 0:0.03:30;

[t,y] = rungekut('lrc',tspan,[1,0]1);
plot (t,y)

grid
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1

18.4. Paso de parametros mediante variables globales

Para analizar el modelo del circuito LRC con distintos pardmetros no resulta muy
comodo tener que editar el fichero de la funcion Irc.m cada vez que se desea modificar
uno de ellos. Este inconveniente se puede evitar definiendo como variables globales
aquellos pardmetros que deseamos modificar.

La sintaxis del fichero del sistema de ecuaciones diferenciales quedaria como sigue.

function dy=lrcg(t,vy)

% Circuito LRC
LI' + RI + Q/C = E(t)

o\

% Prametros del circuito
lobal L R C
= 0;

M Q

Variables
= y(1l);
= vy(2);

o°

H O

$ Ecuacioén
dQ = I;
(E-Q/C-R*I)/L;

(o}
H
Il

% Salida
dy = [dQ;dI];

Las variables globales se asignarian desde el espacio de trabajo o desde otro fichero.
En ambos casos, previamente hay que declarar globales dichas variables.

Ejemplo 6

En un circuito eléctrico real, la resistencia
siempre es positiva y parte de la energia eléctrica R
se transforma en calor. En ausencia de fuentes de
potencial, la intensidad y la carga en el circuito se § I L c
anulan con el tiempo. Dependiendo del valor de T

la resistencia, se producen oscilaciones o no,
hasta que se anula la corriente. Por ejemplo,
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tomando R = 0.2, se producen oscilaciones de amplitud decreciente (subamortiguadas).

global L R C

L=1;C=1;R=0.2;

tspan = 0:0.03:30;

[t,y] = rungekut('lrcg',6tspan,[1,0]);
plot (t,y)

grid

En cambio, con R = 2, el circuito estd sobreamortiguado y no se producen
oscilaciones en el transito a la estabilidad.

R=2;

tspan = 0:0.01:10;

[t,y] = rungekut('lrcg',tspan,[1,0]);
plot(t,y)

grid

18.5. Uso de las funciones de MATLAB para sistemas diferenciales

MATLAB dispone de diversas funciones para resolver ecuaciones diferenciales,
aplicando en cada caso métodos apropiados. Los métodos elementales corresponden a
las funciones ODE23 y ODE45. Consultando la ayuda de cualquiera de ellas, se obtiene
ademas la lista de métodos disponibles.

La diferencia fundamental entre los métodos elementales que hemos programado,
Euler, Heun, Runge-Kutta y los de MATLAB, es que en estos ultimos, el paso de
integracion se determina dinamicamente, en funcion del comportamiento de la ecuacion
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y con el objetivo de que el error estimado esté dentro de cierta tolerancia, mientras que
en los métodos que hemos programado nosotros, el paso es fijo.
Como ya hemos indicado, la llamada basica a las funciones de MATLAB es del tipo

[t,y] = ode23(odefun, tspan,y0)

donde tspan puede contener, como antes, todos los nodos, o bien, sélo los extremos
del intervalo.

En la ayuda se describen numerosas variantes y opciones de estos comandos. Por
ejemplo, omitiendo los argumentos de salida, se obtiene la grafica de la solucion.

ode23('lrcg', [0,10],([1,01);

1@

i
]
3
o

5 6 7 8 9 10

Como se aprecia en la figura, los nodos no estdn equiespaciados. Si queremos forzar
que la solucién se evaltie en puntos determinados, hemos de introducirlos en tspan, tal
como la hacemos con nuestros algoritmos.

18.6. Problemas

18.6.1. Enunciados

1.- Emplea el método de Runge-Kutta aplicado a sistemas para aproximar las soluciones
a los siguientes problemas de valor inicial. Compara, numérica y graficamente, el
resultado obtenido en cada caso con la solucion exacta.

x'=3x+2y—(2tz+l)ezt x(0)=1 te[0,1]

a)
y':4x+y+(t2 +2t—4)ezt y(0)=1
St e*[ eS[ 2 —t
Solucién exacta: x(t):?—?+e2’ y(t):?+ +1e”
b)
x'=y x(O)zl te[O,Z]
y'=—x—2e'+1 y(O)zO
z'=—x—-ée+l  z(0)=1
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Solucion exacta:

x(t)=cost+sent—e'+1  y(t)=-sent+cost—e'  z(t)=—sent+cost

2.- Una masa m suspendida de un alambre inextensible de longitud 1 y masa
despreciable oscila en un plano vertical, sometido a la accion de la gravedad y a la
resistencia del aire. Denotamos por y la desviacion en radianes del péndulo respecto a la
vertical y suponemos que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del
péndulo. La ecuacién que rige su movimiento sera

"

k
y =—§—seny(t)——y'
[ m

a) Resuelve el movimiento del péndulo no amortiguado (4=0) con distintos métodos y
diferente nimero de puntos.

b) Estudia el comportamiento del péndulo amortiguado para distintos valores de k.

c¢) Considera ahora que el péndulo que recibe un impulso exterior 4(f)=cos(¢). Estudia su
comportamiento para distintos valores iniciales de la velocidad.

3.- Estudia el circuito
R=10 Ohm
VNV \N\—

L=8H § C=10°F ——= ® E(t)=sin(100t)
®

I

o]

Comprueba numéricamente que el método de Runge-Kutta es de orden 4
comparando los resultados en un punto con diferentes pasos.
4.- Un péndulo de Foucault proporciona la demostracion empirica de la rotacion
terrestre: el plano de oscilacion del péndulo gira con el tiempo de manera que tras un
cierto periodo que depende de la latitud del observador, vuelve a su posicidon original.
Las ecuaciones de movimiento son:

x"—2wsen(@)y'+k’x=0

V' +2wsen(p)x'+k’y =0
donde @ =7.29-10" s'es la velocidad angular de la rotacion terrestre, ¢ es la latitud
del observador y la constante k° =% depende de la aceleracion de la gravedad g y la

longitud del péndulo /. Para iniciar el movimiento se situa el péndulo en la posicion
x = -6,y =0y se deja en movimiento libre. Calcula la posiciéon del péndulo en el
instante t = 3600 con un paso temporal de 0.5 segundos. ;Cuanto tiempo es necesario
para que un péndulo de 10 m de longitud gire su plano de oscilacion 45° en Valencia,
con una latitud de 40°? ;Cuanto tiempo tarda el plano de oscilacion en girar 360° en el
polo norte? ;Y en el ecuador?
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-Las ecuaciones del movimiento de un satélite puesto en orbita desde la Estacion
Espacial Internacional son

X
_x":—lur—3’ X(O):XO, x'(()):vxo
" __ y —_ 1 —
Y'=H »0)=0, »y'(0)=v,

donde r=+/x"+)" es la distancia a la Tierra, situada en el origen de coordenadas y
u=G-(M,+mg)=398598.309 km’s™ es el llamado pardametro gravitacional, en el

que se considera nula la masa de satélite respecto a la de la Tierra. Consideramos que la
estacion espacial estd situada en el punto xp del eje de abscisas y vy, vyo son las
componentes de la velocidad inicial.

a) Convierte el sistema de orden 2 en uno de primer orden.

b) Considerando las condiciones iniciales:

x(0)=42167911km x'(0)=-1.07168 km s
y(0)=0km y'(0)=2.8827km s’
Resuelve el problema de valor inicial empleando la funcion de MATLAB ode23,
encontrando la posicion del satélite respecto a la Tierra transcurridas 24 horas desde
su lanzamiento.
¢) Dado que las variables x e y dependen del tiempo, podemos considerar la
trayectoria del satélite en el espacio situada en un plano que contiene al ecuador

terrestre. Representa dicha trayectoria situando en el origen de coordenadas una
esfera de radio R, = 6378.1km.

7.- Utiliza el algoritmo de Runge-Kutta para aproximar la solucion del problema de
valor inicial:

y" =-6y* te[1,1.9]

y(l):—l y'(l):—l y"(l):—2
Emplea el paso /4 = 0.05 y compara los resultados, numérica y graficamente, con la
solucién exacta y(t)= t—% :

18.6.2. Soluciones

2.- a) Primero definimos la funcién

function dy=pendulo(t,vy)

k=0; %Resistencia del medio

m=1; %Masa

g=9.81; %Aceleracidédn de la gravedad
1=1; $Longitud del péndulo

dy=[y(2);-g/1l*sin(y (1)) -k/m*y(2)];
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Luego calculamos la solucién en el intervalo [0,10] con el método de Euler con dos

pasos diferentes:
t=linspace (0,10,401);
[t,y]=mieuler ('pendulo',t,[0.1,0]);
t2=linspace(0,10,10001) ;
[t2,y2]=mieuler ('pendulo',t2,[0.1,0]);
plot(t,y,'-',t2,y2,'--")
title ('Péndulo-Método de Euler')

Péndulo-Método de Euler

Kl . . . . . . . L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Como pasaba con el circuito eléctrico, si se toman pocos puntos la energia aumenta.
Con el método de Runge-Kutta no sucede esto

t=linspace(0,10,201);

[t, y]=rungekut ('pendulo',t, [0.1,0]);
t2=1linspace(0,10,401);

[t2,y2]=rungekut ('pendulo',t2,[0.1,0]);
plot(t,y,'-",t2,y2,"'-=-")

Péndulo-Método de Runge-Kutta
0.4 T T T T T

031

0.2+

0.1

0

01F

0.2F

-0.31

0.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

b) Vamos a tomar por ejemplo k=0,0.5 y 10. Si utilizamos el método de Runge Kutta
dividiendo el intervalo en 200 subintervalos se obtiene

t=linspace(0,10,201);

k=0; [t, y]=rungekut ('pendulo',t, [0.1,0.171);

k=0.5; [t,y2]=rungekut ('pendulo',t, [0.1,0.]);

k=10; [t, y3]=rungekut ('pendulo',t, [0.1,0.]);
plot(t,y,'-",t,y2,'-=-",t,y3,'-.") ,title ('Péndulo
amortiguado')
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Péndulo amortiguado
0.4 T T T

S U (U A T Y

-0.4

Para valores pequefos de k el péndulo va oscilando hasta que se detiene. Para valores
grandes no se producen oscilaciones.

¢) Anadimos al fichero de la ecuacion del péndulo el término del forzamiento externo.

function dy=pendulo (t,y)

k=0.; %Resistencia del medio

m=1; sMasa

g=9.81; %Aceleracidédn de la gravedad
1=10; %$Longitud del péndulo

dy=[y(2);-g/1*sin(y (1)) -k/m*y(2)+cos (t)];

Por analogia con el caso del oscilador lineal, se puede suponer que hay una parte
transitoria que decrece exponencialmente y al final de la oscilacion sigue la de cos(t).
Sin embargo el comportamiento del sistema hasta alcanzar el estado estacionario es
dificil de prever. Vamos a resolver el sistema partiendo del reposo y con una velocidad
inicial 2.7.

t=linspace (0,200,2001); [t,y]=rungekut ('pendulof',t, [0,2.7]);
plot(t,y(:,1)),hold

La gréafica indica que el péndulo da unas cuantas vueltas completas antes de
estabilizarse. Esto podria ser debido a que se le ha dado demasiado impulso. Podemos
probar con una velocidad inicial 2.5.

[t,y]=rungekut ('pendulof',t, [0,2.5]);

Ahora el péndulo se estabiliza antes. Parece que cada vez el comportamiento es
menos cadtico. Se puede probar con menos velocidad, por ejemplo 2.3 y 2.1.
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Péndulo forzado
30 T T T

250 w,=2.7

20r wy=25

wy=2.3

w,=2.1

. . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo

En el caso de 2.3 hay menos oscilaciones, pero en para 2.1 parece que vuelva a
empezar a oscilar. Podemos probar con 1.9

Péndulo forzado

. . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo

Ahora el comportamiento vuelve a ser bastante caotico. Se observa que es dificil
hacer predicciones para un tiempo futuro.

3.- Igualando la diferencia de potencial en el condensador y en la bobina obtenemos la
ecuacion

Qo
C

donde Q) es la carga del condensador. La caida de potencial en la malla derecha y la ley
de los nudos proporcionan

g+([1 +1,)R=E(¢)

1
C
Derivando y teniendo en cuenta que Q| = [,, se obtiene

R=10 Ohm
AAMA—

L=8H C=10°F == ® E(ty=sin(100t)
®
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]1 ' ' l
E+(11 +15))R=E'(?)

Tomando como variables O, I, e I, queda el sistema diferencial siguiente

Q;le
]{z(ETO—[I—QZJ/%
C LC
LC

Este sistema se codifica en el fichero siguiente
function dy=lrc2(t,vy)

L=8;R=10;C=1le-3;
dE = 100*cos (100*t) ;

% Variables

01l = y(1);

I1 = y(2);

I2=y(3);

% Ecuaciédn

dol = I1;

dIl = (dE-I1/C-Q1/L/C)/R;
dI2=Q/L/C;

% Salida

dy = [dQ;dIl;dI2];

Resolvemos el problema en un intervalo de 0.1 segundos y representamos el resultado.

[tl,y1] = rungekut('lrc2',0:1e-3:1e-1,[0,0,01);
plot(tl,yl)
grid
0.1
005 ---— =< - -t N
0 ,,,,,,
O L T e e i o B e e e RN
-0.1
0 0.1

El aparente aumento de la amplitud de las oscilaciones cesa en poco tiempo,
quedando un comportamiento periddico.

Para comprobar el orden del método de Runge-Kutta, obtenemos la soluciéon en un
punto, 0.1 por ejemplo con pasos diferentes, cada uno la mitad del anterior. Estimando
el error mediante la diferencia entre la solucion con paso 4 y la solucién con paso 4/2,
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comprobamos que ésta se divide aproximadamente por 2*=16 cada vez que el paso se
divide por 2.

[t2,y2] = rungekut ('lrc2',0:0.5e-3:1e-1,1[0,0,01)

[t3,y3] = rungekut('lrc2',0:0.25e-3:1e-1,10,0,01]);
(yl(end, :)-y2(end,:))./(y2(end,:)-y3(end, :))
ans = 16.1252 16.1313 16.2393

4.- Comenzaremos transformando el sistema de orden dos:
x"—2wsen(@)y'+k’x=0
V' +2wsen(@)x'+k’y =0

en uno de primer orden. para ello definimos las variables:

Z=X Z,=X'" Z,=y Z,=Y
cuyas derivadas nos permiten definir el sistema de primer orden:
z =1z,
z, =2wsen(p)z, —k’z,
zZ,=1z,
zy =—2wsen(¢)z, —k’z

que almacenamos en la funcion:

function w=foucault(t, z)

global fi k om

w=[z(2) ; 2%om*sin (fi)*z(4)-k*z (1) ; z(4) ;

-2*om*sin (fi) *z (2)-k*z (3)1;

donde declaramos como variables globales la latitud ¢ y las constantes w y k. Para
estudiar el comportamiento del péndulo de Foucault en Valencia (latitud 40°), definimos
los valores de las constantes:

global fi k2 om

fi=40*pi/180; om=7.29%9e-5; k2=9.8/10;

Definimos el vector de condiciones iniciales y el vector de nodos:
z0=[-6 0 1 0];
£t=0:.5:3600;
y resolvemos con el método de Runge-Kutta y las variables de entrada ya definidas:
[t,y]=rungekut ('foucault',t,z0);
soll=y(end, :)

Si representamos graficamente el movimiento cada una de las componentes de la

posicion y velocidad del péndulo respecto al tiempo):
plot(t,y(,1:2)),
title ('Representacidn de las curvas x(t),vx(t)")

observamos como la atraccion gravitatoria hace que la amplitud de oscilacion (en ambas
variables) disminuya con el tiempo. Al observar en detalle la posicion del péndulo el

primer minuto notamos el caracter ondulatorio del movimiento.
plot (t(1:120),y(1:120,1:2)),
title ('Representacidn de las curvas x(t),vx(t)")
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Representacion de las curvas x(t),vx(t)
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Representacion de las curvas x(t),vx(t)
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plot(t,y(:,3:4))

title ('Representacidén de las curvas y(t

Representacion de las curvas y(t).w/(t)
1 T
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) vy (t)
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")

20

Por otra parte, la representacion conjunta de las variables x € y nos muestra como el

plano de oscilacion gira con el tiempo:
plot(y(:,1),y(:,3))
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Para averiguar cuanto tiempo necesita el plano de oscilacion del péndulo de Foucault
situado en Valencia para girar 45 grados, calculamos el angulo (en grados) girado en la
primera hora de movimiento:

angfi=atan2 (y(end, 3),vy(end, 1))
angin=atan2 (1,-6)
horang=abs (angfi-angin) *180/pi

angfi =
2.8080

angin =
2.9764

horang =
9.6498

y el tiempo necesario para girar 45° es de 4 horas, 39 minutos y 47.88 segundos:
t45=45/horang

t45 =
4.6633
Al cambiar de situacion geografica, un aumento de latitud provoca una aceleracion
del giro del plano de oscilacioén del péndulo, mientras que el acercamiento del péndulo
al ecuador hace que el plano de oscilacién permanezca constante. Para observar este
efecto, basta con modificar el valor de la variable latitud. En el polo norte, la latitud es

de 90°; observemos el giro del plano de oscilacion en el mismo intervalo de tiempo:
fi=pi/2 % latitud en radianes
[t,y]=rungekut ('foucault',t,z0);
plot(y(:,1),y(:,3))
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A continuacion calculamos el &ngulo de giro por hora:
angfi=atan2 (y(end, 3),vy(end, 1))
angin=atan2 (1,-6)
horang=abs (angfi-angin) *180/pi

angfi =
2.7144
angin =
2.9764
horang =
15.0123
de lo que se deduce que, en un dia, el plano de oscilacion del péndulo situado en el polo
norte da una vuelta completa:
horang*24

ans =
360.2964
Sin embargo, en el ecuador el plano de oscilacion no gira:
fi=0; [t,y]=rungekut ('foucault',t,z0);
plot(y(:,1),y(:,3))
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El problema de valor inicial

x"=— %’ x(O) = Xo» XV(O) =V
r
w_ y _ 1 —
y'=- > y(O) - 07 Yy (O) - VyO
r

puede reescribirse como un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden,
introduciendo las nuevas variables:

z =z,
z
zZ, =—Nnu
2 3
2, o\
(zl+z3)
'—
Z,=12,
z
' 3
Z4— nu —2 ) %
(zl+z3)

Almacenamos este sistema en la funcion satelite.m:

function w=satelite(t, z)

nu=398598.309;

den=(z (1) ~2+z (3)*2)~(3/2) ;

w=[z(2); -nu*z(l)/den; z(4); -nu*z(3)/den];

Para aproximar la trayectoria del satélite en torno a la Tierra, definimos en primer
lugar el vector de condiciones iniciales:
z0=[39511.0557, -1.07168, 14693.8542, 2.8827];
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El vector de nodos que emplearemos en la resolucion del problema es
t=0:60:24*3600;
y la posicion y velocidad del satélite en ese instante:
[t,y]=0de23 ('satelite',t,z0);y(end, :)

ans =

1.0e+004 *

4.48250114876932 0.00002440421634 -
1.95975100215809 0.00026074263059

Se comprueba facilmente que un intervalo de tiempo menor no permite al satélite
completar la dorbita en torno a la Tierra. Concluimos, por tanto, que el periodo orbital es
de un dia.

[t,y]=0de23('satelite',0:60:22*3600,z0) ;plot(y(:,1),y(:,3))

x 10*

5

Para representar una esfera centrada en el origen con radio Ry, y la trayectoria del
satélite en torno a ella:

[t,y]=0de23 ('satelite',t,z0);
plot3(y(:,1),y(:,3),zeros(size(y(:,1)))), hold on
[X,Y,Z]=sphere (50) ;

X=6378.1*X;

Y=6378.1*Y;

72=6378.1*7Z;

plot3(X,Y,Z), axis equal
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Zorros contra Conejos

>> tspan = 0:0.03:30;
>> [t,y] = mieuler(‘presarapaz',tspan,[10,10]);

Grafico vstiempo

>> plot(t,y(:,1),'9);
>> hold on

>> plot(t,y(:,2),'r");

Conejos vs Zorros
>> plot(y(:,1),y(:,2))

Circuito LRC (sSnR)

>> [t,y] = mieuler('lrc',tspan,[10,10]);

>> plot(t,y(:,1),'9);
hold on

plot(t,y(:,2),r);

Sale que va creciendo sin haber fem! Imposible

Se debe afallos en Euler.

Como eslineal requiere muchos calculos -> errores redondeo
habria que aumentar la 'resolucion’

[t,y] = mieuler('lrc',0:0.003:30,[10,10]);
Aun as sigue aumentando bastante...

Solucion: Runge-K utta (adaptada a vectores)

[t,y] = rungekut('lrc',0:0.03:30,[1,0]);

plot(t,y(:,1),'9);
hold on

plot(t,y(:,2),r);
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Circuito LRC (con R) (fichero Ircg con variables global es)

>>globa L RC
>> | =2: R=0.3; C=1;

>> [t,y] = rungekut('lrcg’,0:0.03:30,[1,0)]);

plot(t,y(:,1),'d);
hold on

plot(t,y(:,2),'r");
se puedeir probando

>>R=3

>> closg; [t,y] = rungekut('lrcg’,0:0.03:30,[1,0]); plot(t,y(:,1),'d"); hold on; plot(t,y(:,2),r"); grid
>>C=3

>> closg; [t,y] = rungekut('lrcg',0:0.03:30,[1,0]); plot(t,y(:,1),'d"); hold on; plot(t,y(:,2),r"); grid
>> R =0.3

>> closg; [t,y] = rungekut('lrcg’,0:0.03:30,[1,0]); plot(t,y(:,1),'d"); hold on; plot(t,y(:,2),r"); grid

Funcion de Matlab
(ODEA45)
>> closg; [t,y] = oded5('Ircg',0:0.03:30,[1,0]); plot(t,y(:,1),'d); hold on; plot(t,y(:,2),'r"); grid

Si no le damos salido lo dibuja €l solito.
Ademas le podemos dar €l intervalo y pone los puntos segun convenga

>>C=0.3;,R=2
>> oded5('Ircg',[0,30],[1,0]);

Comprobacion de que € error Runge-K utte es orden 4.

>> h=0.05;

[t,y1] = rungekut('lrcg',0:n:2,[1,0)]);
[t,y2] = rungekut('lrcg’,0:h/2:2,[1,0]);
[t,y3] = rungekut('lrcg’,0:h/4:2,[1,0]);
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(y2(end)-y1(end))/(y3(end)-y2(end))

ans =
17.2394

>> (y2(end,:)-yl(end,:))./(y3(end,:)-y2(end,:))

ans =
15.7684 17.2394
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19. Teoria cualitativa

La teoria cualitativa analiza el comportamiento de las soluciones de un sistema de
ecuaciones diferenciales sin necesidad de obtenerlas de forma explicita. Dado que los
métodos analiticos s6lo nos permiten resolver algunos casos particulares, como los
lineales con coeficientes constantes, el analisis cualitativo de dichas soluciones (si hay
comportamientos periddicos, puntos a los que tienden las trayectorias o de los que se
alejan,...) resulta de gran interés.

En este capitulo analizaremos las propiedades cualitativas de las soluciones de
sistemas de ecuaciones diferenciales autonomos:

X = (X, %,,..0x,)

x5 = fo(x,%,,...x,)

X =1 (%% X,)
es decir, sistemas de ecuaciones diferenciales en los que no aparece de forma explicita
la variable independiente ¢. Empleando notacion vectorial, podemos reescribir el
sistema anterior del siguiente modo:
x'=f(x)
donde xell",x =(xl,...,xn) y f:0"->0", f(x) =(f1 (xl,...,xn),...,fn (xl,...,xn)).

En primer lugar, estudiaremos los sistemas lineales con coeficientes constantes,
introduciendo ideas que se concretaran mas adelante para sistemas no lineales:

* Soluciones de equilibrio:valores en los que el sistema puede permanecer
indefinidamente; en el caso de sistemas lineales, el origen es un punto de
equilibrio;

= Orbitas periodicas: trayectorias cerradas en las que, siendo solucién del
sistema, el comportamiento se repite tras un cierto tiempo;

= Estabilidad: dadas dos soluciones muy préximas en un instante concreto,
[permaneceran proximas en el futuro? ;Se acercardn a una solucion del
sistema, se alejaran de ella o quizé seguiran caminos distintos?.

Las herramientas que nos permitiran describir este tipo de comportamiento seran los
valores propios de la matriz de coeficientes del sistema: si los valores propios son
simples, las trayectorias tienden o se alejan de los puntos de equilibrio; los valores
propios multiples provocan comportamientos degenerados, mientras que si son
imaginarios puros, las soluciones del sistema seran elipses en torno al punto critico;
dichas elipses degeneran en espirales cuando dichos valores propios tienen parte real no
nula.

En la segunda seccion, el analisis de los sistemas no lineales se centra, por una parte,
en encontrar un sistema lineal proximo, cuyo comportamiento en el entorno del punto
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de equilibrio pueda extrapolarse al sistema no lineal; por otra parte, los sistemas no
lineales admiten la existencia de soluciones periddicas a las que tienden (o de las que
parten) las trayectorias de su entorno, son los llamados cilcos limite. En esta seccion de
proporcionan algunos resultados teéricos que permiten deducir o descartar la existencia
de trayectorias cerradas.

19.1. Sistemas lineales

Consideraremos en esta seccion sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden
lineales, con coeficientes constantes:
4 j—
Xp = ay X +apX, £+ a,,x,

! o DY
Xy =0y Xy +apX, -+ a,, X,

! = DY
X, = a4, + a,,x%, + + a,,x,

. . 2 . .
donde a; i = 1,...,n, j = 1,...,n son n” constantes reales. Es posible reescribir este
sistema, empleando notacioén matricial,

x'(t)=4-x
de tal modo que la matriz A es denotada por

a, d4dp a,,
A= a; a.zz a,,
anl an2 ann

y puede interpretarse como un campo vectorial sobre [1 ", A:[1" —[1" que actua sobre
x €ll". Asi, una solucion de este sistema es una curva x:[J —[] " cuyo vector tangente
en un cierto instante f es 4-x(t).

19.1.1. Puntos criticos y soluciones periddicas
Una solucion especifica de la ecuacion diferencial autonoma
x'=f(x)
se llama solucién de equilibrio (o punto critico) si es constante en el tiempo, es decir,
x(t) = x, constante. Para que x. sea solucion de equilibrio debe verificar la ecuacion

diferencial y, al no depender del tiempo, se verifica:
x.=f(x,)=0
Asi, todos los ceros de la funcidon f{x) son soluciones de equilibrio. En el caso
particular de los sistemas lineales, x'(t):A-x , cuando la matriz A es no singular

puede concluirse que x. = 0 es el tinico punto critico del sistema.
Ejemplo 1

En el modelo de poblacion de Malthus y Verhulst, las soluciones de equilibrio p, de
la ecuacion diferencial autbnoma de primer orden:

p’:p(a—b-p), a,b>0
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son los ceros de la funcion f(p) :p(a—b-p) ,porloque p,=0y p, =% seran los

puntos criticos de la ecuacion diferencial.

Por otra parte, consideremos una solucion x =x(¢) del problema x'= f(x). Si

existe pell tal que x(t+ p)=x(t) , dicha solucion recibe el nombre de orbita o

soluciéon periddica de la ecuacion diferencial o sistema. De este modo, la solucion es
una trayectoria cerrada que puede recorrerse en p unidades de tiempo.

19.1.2. Plano de fase

En dimension dos, recordemos que una solucion del sistema

x'=fi(x)
y'=f(xy)

es una funcion vectorial (x, y)T = (1) que satisface las ecuaciones diferenciales del

sistema. Podemos pensar en dicha solucién como la representacion paramétrica de una
curva en el plano xy.

Resulta 1til con frecuencia imaginarse la curva solucion del sistema como la
trayectoria recorrida por una particula en movimiento cuya velocidad (respecto a cada
una de sus componentes) queda especificada en el sistema de ecuaciones diferenciales.
Asi, diremos que un conjunto de trayectorias en el plano xy, o plano fase o plano de
fases, se llama retrato fase del sistema.

19.1.3. Analisis de estabilidad

Consideremos un punto critico x, de un sistema auténomo lineal x'(t) =f (x) y una
solucion x = x(¢) de dicho sistema que verifica la condicion inicial x(0)=x,. Si

interpretamos la solucion como la trayectoria de una particula en movimiento, sometida
a las condiciones descritas por el sistema de ecuaciones diferenciales, podemos
preguntarnos cual sera el comportamiento de dicha particula en las proximidades del
punto critico. Es decir, cuando x, es proximo a x,, ;se mantendra la trayectoria en las

proximidades del punto de equilibrio o se alejard definitivamente de ¢1?; y en el primer
caso, jtendera dicha trayectoria al valor de equilibrio?. Responderemos a continuacion a
estas preguntas para el caso particular de sistemas lineales, dejando para la seccion
siguiente la respuesta correspondiente al caso no lineal, que precisa de otro tipo de
herramientas.

Trabajaremos en lo sucesivo con dimension 2, es decir, nos cefliremos al caso de un
sistema auténomo lineal formado por dos ecuaciones diferenciales. En casos de
dimension superior, se trata de reducir el problema a varios problemas bidimensionales,
para aplicar sobre cada uno de ellos las técnicas que describiremos a continuacion.

Para analizar la estabilidad del sistema, interpretaremos las soluciones de

x'=a-x+b-y

y'=c-x+d-y
en términos de los valores y vectores propios de la matriz de coeficientes:
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a b
A=

c d
Para asegurar la unicidad del punto critico (0,0), supondremos que el determinante
d=a-d-c-b#0. Si denotamos la traza de la matriz por Tt =a+d , entonces la
ecuacion caracteristica det(A—kI ) =0 se puede reescribir como A> —tA +8 =0. Asi,

. TENTE 48

los valores propios de A son A - y por tanto podemos afirmar que los
valores propios de A seran reales y distintos cuando t° —43 > 0, reales e iguales cuando
1°—45 =0 y complejos si t°—43 <0. A continuaciéon analizaremos, mediante un

ejemplo, el comportamiento de las trayectorias solucion del sistema en las proximidades
del origen en cada una de estas circunstancias.

Ejemplo 2
Consideraremos el sistema lineal en términos de un parametro c:
x'=—x+y
y'=cx-y

Obviamente el origen de coordenadas (0,0) es un punto de equilibrio del sistema.
Emplearemos el algoritmo de Runge-Kutta implementado en la préactica anterior para

) ) ) 1
representar los espacios de fase de dicho sistema en los casos ¢ = e 4,0,-9.

La traza de la matriz de coeficientes es T =—2 y el determinante 6 =1—c¢ (notemos
que en nuestro caso c#1, luego el determinante no se anula y estd asegurada la
unicidad del punto critico), por lo que los valores propios asociados a la matriz son

2_
p o TEVT 48 Vf245:_1i¢g

1 . : iy 1 3
Asi, para CZZ’ los valores propios son negativos y distintos, A =3 y A =7

Aplicando el método de Runge-Kutta al sistema con este valor del parametro con
distintas condiciones iniciales ([+0.5,%1] y [+1,£0.2]), obtenemos el siguiente retrato

de fase:

c=1/4
1 T

08r

0e6f

04F

0z

= 0F

0.2

o4l

0B F

a8F

-1
-1 08 06 04 02 1] 0z 04 0B 0B 1

Notemos que, para este valor del parametro c, todas las trayectorias parecen tender al
origen desde cualquier direccion.
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Cuando ¢ = 4, los valores propios tienen signos contrarios, A =1 y A =-3. Observamos
en el retrato de fase que todas las trayectorias se alejan del origen, aparentemente en una
direccion concreta, a excepcion de las soluciones que comienzan sobre una determinada
recta, que se acercan al punto critico.

1

Si el parametro ¢ toma valor nulo, se llega a un Gnico valor propio real. En este caso, al
dibujar el retrato de fase observamos que todas las trayectorias se acercan al punto
critico, pero siguiendo una direccidon concreta.

1

nar
06|
0.4t
02F
ok direccidn
02k
0.4
06

08F

1 L L L L L L

08 -0.6 -0.4 0.2 i] 02 0.4 0.6 0.8

Por ultimo, para ¢ = -9, los valores propios son complejos conjugados, con parte real
negativa: A =—1+£3i. La trayectoria de las soluciones es una espiral hacia el origen
cuando aumenta la variable independiente t.
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0ar

Lar

715 L 1 1 1 1 1
0.8 -0.6 -0.4 0.2 1] nz2 0.4 0.6

En general, para analizar en detalle el comportamiento de las trayectorias estudiaremos
los valores y vectores propios asociados a la matriz de coeficientes del sistema.
Teniendo en cuenta que la solucion general del sistema es:
x(t)=cye +c,p,e™
distinguiremos los siguientes casos, especificando en cada uno de ellos el signo del
determinante y traza de la matriz de coeficientes, asi como la estabilidad del punto de
equilibrio.
1. Valores propios distintos (1> —43 >0)

a. Ambos valores propios son negativos (t°—-45 >0, t <0y 8 >0): las
trayectorias solucion tienden al origen desde cualquier valor inicial del
plano de fase a lo largo de la recta determinada por el vector propio v; (si
¢, #0) o por el vector propio v, si ¢, =0. En este caso, el punto de

equilibrio recibe el nombre de nodo estable, A, <A, <0.

b. Ambos valores propios son positivos (1> =43 >0, >0y § >0): las
soluciones se alejan del origen desde cualquier valor inicial en una de las
direcciones determinadas por el vector propio v; (si ¢, #0) o por el vector

propio v, si ¢, =0; Este tipo de punto de equilibrio recibe el nombre de
nodo inestable, 0 <A, <A, .

c. Los valores propios tienen signos opuestos (t°—43 >0y & <0). En este
caso, el analisis de las soluciones es similar al caso anterior, salvo por una
circunstancia: cuando ¢, =0, la solucion tiende a cero siguiendo la recta
determinada por v,. Sin embargo, para ¢, # 0, la recta determinada por v; es

una asintota para las trayectorias que se alejan del origen. Este punto critico
recibe el nombre de punto silla.
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Nodo estable Nodo inestable Punto silla

Un valor propio real de multiplicidad dos (t>—43 =0): en este caso el punto
critico recibe el nombre de nodo estable (inestable) degenerado si las trayectorias
solucién tienden (se alejan) al origen. Ademads, la solucion general tiene
comportamientos distintos segun si se pueden determinar uno o dos valores
propios linealmente independientes: en el primer caso, la recta determinada por
el vector propio es una asintota para todas las soluciones, mientras que en el
segundo caso la distribucion de las trayectorias solucion respecto al punto critico
es radial.

Valores propios complejos (1> —43 < 0): distinguiremos dos casos segtin si los
valores propios son, 0 no, imaginarios puros.

a. Valores propios imaginarios puros (t>—43 <0, T =0): En este caso las
soluciones del sistema son periddicas y describen elipses con el mismo
sentido en torno al punto critico, que recibe el nombre de centro.

b. Valor propio imaginario no puro (t°—43 <0, T #0): las trayectorias
describen espirales en torno al punto critico. Dichas espirales se acercan
cada vez mas al origen cuando la parte real de los valores propios sea
negativa (en cuyo caso hablaremos del origen como punto espiral estable o
foco estable) y se alejaran del punto critico (espiral/foco inestable) cuando
dicha parte real sea positiva.
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Foco estable Foco inestable

Retomemos a continuacion el ejemplo anterior para analizar la estabilidad del origen
para cada uno de los valores del parametro c:

Ejemplo 3

. ) . 1
Consideremos de nuevo el sistema lineal para ¢ = e 4,0,-9.
xX'==x+y

y'=c-x—y
Sabemos que los valores de la traza y el determinante son, respectivamente T =—2 y

2_
T+t —40 —lJ_r\/E

d =1-c. Asi, los valores propios asociados a la matriz son A = — 5 -

Por tanto, es fécil construir la siguiente tabla para clasificar en cada caso el punto
critico:

c |1 O | t2-48 Punto critico

0.25]-210.75 | 1>0 Nodo estable
4 -2 1-3 16>0 Punto de silla
0 211 0 Nodo estable degenerado
-9 -2 110 | -36<0 | Espiral/foco estable

Por otra parte, también es posible dicha clasificacion atendiendo unicamente a los
valores propios de la matriz de coeficientes del sistema. Empleando el comando eig de

MATLAB, obtenemos la informacién necesaria:
c=1/4;
A=[-1,1;c,-1];
eig(A)

ans =
-0.5000
-1.5000

A la vista de los resultados obtenidos, y dado que se trata de dos valores propios
reales y distintos, del mismo signo, podemos concluir que el origen es, para este valor
del parametro ¢, un nodo estable. Repitiendo los calculos para el resto de los valores
posibles del parametro, obtenemos idénticas conclusiones a las mostradas en la tabla
anterior.

19.2. Sistemas no lineales

En la presente seccion consideraremos un sistema auténomo no lineal bidimensional
x'=f (x) y examinaremos el comportamiento de las trayectorias del sistema en el
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entorno de un punto critico x,. Es conveniente que dicho punto critico esté en el origen;
si no es asi, un pequefio cambio de variable (# = x — x,) nos proporcionara un sistema

equivalente al inicial cuyo punto de equilibrio estara en el origen del plano de fases.
Para estudiar la estabilidad del sistema en el entorno de un punto critico, trataremos
de encontrar un sistema lineal préximo a nuestro sistema no lineal:

x'=A4-x+ g(x)
de manera que x, = 0 sea un punto critico aislado del sistema, es decir, existe un entorno
del origen en el cual no hay otros puntos criticos. Ademas, supondremos que det 4 #0,
por lo que el origen también serd un punto critico del sistema lineal asociado. Por
ultimo, supondremos que las componentes de g tienen primeras derivadas parciales
continuas y satisfacen la condicion:

s ()]
]

es decir, que cerca del origen el comportamiento del sistema original es casi lineal.
A continuacion describiremos un método general para encontrar el sistema lineal

x'= A-x correspondiente a un sistema casi lineal x'= f (x) cerca de un punto critico

—0 cuando x—0

dado x,.
Consideremos el sistema no lineal bidimensional:
x'=f (x, y)
y'=f(xy)

tal que f,eC : (D), i=1,2 siendo D <[] > un entorno del punto critico; dicho sistema

es casi lineal en el entorno del punto de equilibrio, ya que aplicando el desarrollo de
Taylor a ambas funciones:

0 0
B3 = A+ G ) (r-5)+ S ) (=) on (9)
0 0
150)= £ (5o )+ 2 () (55 + L (r0) () #m (5)
los términos del errorn, (x,y),i =1,2 verifican la condicion
n (%) —0 cuando (x,y)—>(x,,»,)
H(x_xe’y_ye)
Asi, el sistema se puede expresar
(% a
(x—xe] | ox oy (x—xej_{nl(x,y)]
yv=v.) |9 o \y-r) n(xy)
ox Oy

y en notacion vectorial:

w'=J,(x,) u+n(x)
donde u’ :(x—xe,y—ye) y nz(nl,nz). Dado que el término no lineal n(x) es
pequefio en comparacion con el lineal J, (xe)-u, cuando u es pequefio (es decir,

cuando estamos en las proximidades del punto critico), es razonable esperar que las
trayectorias solucion del sistema lineal sean buenas aproximaciones a las del sistema no
lineal. Esto es cierto en la mayoria de los casos, aunque en algunos, como los de tipo
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centro (los mas susceptibles a pequefias perturbaciones del sistema), puede haber
problemas para determinar la estabilidad.

Ejemplo 4

El movimiento no amortiguado de un péndulo de longitud / = 1 se describe por el
sistema:

!’

X =Yy
y'z—%Sinx

donde g es la aceleracion de la gravedad. Sabemos que (0,0) y (7:,0) son puntos de

equilibrio; vamos a continuacién a estudiar su estabilidad.
El sistema lineal asociado al problema del péndulo, cuya matriz de coeficientes es la
matriz jacobiana del sistema, es:

en el caso de (x,,»,)=(0,0),y

, 0 1
u') u
(e o)
[
enel caso (x,,y,)=(m,0), donde u=x-m,v=y.

Deduciremos la estabilidad de sendos puntos critico empleando los valores propios

de la matriz jacobiana en cada caso:
A=[0 1; -9.8/1 0];
eig(A)

ans =
0 + 3.13051
0 - 3.13051
de donde se deduce que el origen es un punto critico de tipo centro. Respecto al segundo

punto critico,
A=[0 1; 9.8/1 01;
eig(A)

ans =
3.1305
-3.1305

al tener dos valores propios reales y de distinto signo, se deduce que el punto critico
(n , O) es un punto silla.

Podemos confirmar dichas conclusiones representando el espacio de fase del
problema del péndulo con valores iniciales en el entorno de sendos puntos criticos:
mediante las instrucciones

[t,y]=rk4d ('pendulo',0,5,[0.1,0.1],500);

plot(y(:,1),y(:,2))
representamos una elipse en torno al punto critico del origen. Podemos representar estas
curvas junto con las correspondientes a un entorno del otro punto critico, en las que se
confirman las conclusiones a las que habiamos llegado mediante el estudio de la
estabilidad.
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En general, dado un sistema no lineal de n ecuaciones de primer orden x'= f(x),
diremos que un punto de equilibrio x, es hiperbolico si ningun valor propio de la matriz
jacobiana J, (xe) tiene parte real nula, en otro caso se dice que el punto critico es
eliptico.

Por otra parte, un punto critico hiperbolico x, se llama sumidero (o punto critico
asintoticamente estable) si todos los valores propios de J,(x,) tienen parte real

negativa; diremos que dicho punto es una fuente (o punto critico inestable) si todos
tienen parte real positiva y punto de silla si tiene al menos un valor propio con parte real
positiva y otro con parte real negativa.

19.2.1. Soluciones periddicas y ciclos limite

Consideremos de nuevo el sistema no lineal bidimensional:
x'=f, (x, y)
y'=f(xy)

tal que las funciones f, ,i=1,2 y sus primeras derivadas parciales son continuas en el

espacio de fases. Empleando las técnicas descritas hasta el momento somos capaces de
obtener informacion sobre las trayectorias solucion del sistema unicamente en los
entornos de sus puntos criticos. Para obtener las propiedades globales de las trayectorias
en regiones amplias del plano de fases es util saber si existen o no trayectorias cerradas,
o lo que es equivalente, soluciones periddicas.

Sabemos por la seccion anterior que un sistema lineal tiene trayectorias cerradas si y
solo si los valores propios asociados a la matriz de coeficientes del sistema son
imaginarios puros, en cuyo caso toda trayectoria es cerrada. Asi, para un sistema lineal
se puede concluir que todas las trayectorias son cerradas y, por tanto periddicas, o
ninguna lo es. Al contrario, un sistema no lineal puede tener una trayectoria cerrada de
tal manera que no haya ninguna otra proxima a ella, como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 5

Sea el sistema:
x':—erx(l—x2 —yz)
y':x+y(1—x2 —yz)
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en el que resulta mas facil emplear coordenadas polares: 7* =x*+y" y 0 = arctan 2 .
X
De este modo, las ecuaciones equivalentes en polares son:
r'=r (1 —r )
0'=1

El tnico punto de equilibrio es el origen del plano de fase, ya que r = 1 sélo anula
una de las ecuaciones diferenciales. El sistema linealizado en torno al origen es:
r 1 0)\(r

0’ 0 0/\6
donde la matriz de coeficientes es singular. Para estudiar la estabilidad del origen
utilizaremos la linealizacion del sistema en coordenadas cartesianas:

’

X 1 1Y) x

V) =1 Ty
que es no singular. Dado que la traza 1 =2>0 y el determinante 6 =2>0 (o
alternativamente que los valores propios son complejos, 1£i ), podemos afirmar que el
punto critico es un foco o espiral inestable, y por tanto las trayectorias en un entorno del
origen, se alejaran de éste.
Por otra parte, r = 1, 0 =¢+¢, es solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

(expresado en polares). Esta es una solucion periodica del sistema y ademas sabemos
que las trayectorias solucidon en un entorno del origen se alejan en espiral de éste y, por
tanto, se aproximan a la circunferencia unidad. De hecho, si observamos la ecuacién

diferencial r'= r(l—rz), para 0 <r <1 se verifica que »'>0 y por tanto la variacion

de la distancia al origen es positiva y cada vez mayor hasta que parar = 1 se anula dicha
variacion. Esto confirma que el origen sea un foco inestable y que las trayectorias
solucion tiendan a la orbita periddica pero, ;qué ocurre mas alla de dicha orbita?
Siguiendo el mismo razonamiento, para » >1 se verifica »'< 0 cada vez mayor en valor
absoluto. Asi, la variacion de la distancia al origen es cada vez menor hasta que parar =
1 se anula dicha variacion. Por tanto, no es descabellado atribuir a la orbita periddica un
caracter atractor.

En general, una trayectoria cerrada en el plano fase tal que otras trayectorias no
cerradas tienden en espiral hacia ella, desde el interior o desde el exterior, se conoce
como ciclo limite. De este modo, en el ejemplo anterior la curva r = 1 es un ciclo limite
del sistema. Concretamente, es un ciclo estable o atractor, ya que todas las trayectorias
que se inician en sus proximidades tienden en espiral hacia ella. Si las trayectorias en
uno de sus lados se aproximan en espiral a la trayectoria cerrada y por el otro lado se
alejan en espiral de ésta, se dice que el ciclo limite es semiestable. Sin embargo, si las
trayectorias proximas al ciclo limite se alejan en espiral de éste, se dice que dicha
trayectoria cerrada es inestable.

En el ejemplo anterior hemos deducido la existencia de la trayectoria periodica
mediante manipulaciones de las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, esto no siempre
es posible; son necesarios ciertos resultados generales que nos permitan conocer la
existencia o no existencia de ciclos limite en sistemas autonomos no lineales.

Teorema (Poincaré):
Una trayectoria cerrada del sistema autonomo no lineal
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x'=fi(x)
y'= /(%)

tal que las funciones f, ,i=1,2 y sus primeras derivadas parciales son continuas en el

espacio de fases, necesariamente debe encerrar un punto critico. Ademas, si sélo
encierra un punto critico, éste no puede ser un punto silla.

Ejemplo 6

En el sistema:
x'z—y-i—x(l—x2 —yz)
y'=x+y(1—x2 —yz)

se ha demostrado que la 6rbita periodica x° + y* =1 contiene al punto critico (0,0).

Este resultado proporciona un criterio negativo: un sistema sin puntos criticos en una
cierta region no puede tener en ella trayectorias cerradas. El siguiente resultado también
da un criterio negativo:

Teorema (Bendixon):
Consideremos el sistema autonomo no lineal

x'=f, (x, y)
y'=f(xy)
tal que las funciones f, ,i=1,2 y sus primeras derivadas parciales son continuas en un
dominio D simplemente conexo del espacio de fases. Si %+% es siempre positiva o
X oy

siempre negativa en una cierta regiéon del espacio de fases, el sistema no tiene
trayectorias cerradas en esa region.

Ejemplo 7

Volviendo de nuevo al sistema:
)c':—y+x(1—x2 —yz)
y'=)c+y(l—x2 —yz)

calculamos
%+%:2—4(x2 +y2):2(1—2r2)
ox Oy
. . 1 :
Es facil probar que 8_f1+% es positiva para 0<r<—=; como esta region se
Oox Oy 2
simplemente conexa (no tiene "agujeros"), podemos afirmar que en este disco no hay
trayectorias cerradas. Sin embargo, para r > % +% <0 pero no podemos aplicar

—, 4
27 ax oy
el teorema porque la region en este caso no es simplemente conexa. De hecho, hemos
visto antes que si existe dicha trayectoria periodica.
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En el siguiente teorema se dan las condiciones que garantizan la existencia de una
trayectoria cerrada:

Teorema (Poincaré-Bendixon):

Sea R una region acotada del espacio de fases junto con su frontera y supongamos
que R no contiene puntos de equilibrio del sistema. Si C es una trayectoria del sistema
que esta en R en cierto instante f) y permanece en R para todo ¢ > ¢,, entonces C o bien

es una trayectoria cerrada o tiene en espiral hacia una trayectoria cerrada.

Ejemplo 8
Para aplicar el teorema de Poincaré-Bendixon al sistema:
x':—y+x(1—x2 —yz)

y'szry(l—x2 —yz)
emplearemos una region R anular en torno al origen: 0.5<7<2. En esta regiéon el
sistema no posee ningun punto critico. Trabajando con la ecuacion en polares:
r'=r (1 —r )

observamos que parar = 0.5, r' > 0 luego la distancia al origen crece; mientras que para
r =2, ' >0 por lo que r decrece. Asi, cualquier trayectoria que cruce la frontera de R
permanece en su interior. Aplicando el teorema de Poincaré-Bendixon, podemos afirmar
que existe una trayectoria cerrada en R.

Pudiera parecer a partir del ejemplo mostrado que es facil demostrar la existencia de
ciclos limite en los sistemas no lineales; nada de eso. Muchas veces los teoremas de
Poincaré¢ y de Bendixon no nos llevan a ninguna conclusion y el tercer teorema no es
aplicable, como se muestra en el siguiente ejemplo. En estos casos, se ha de recurrir a
otras técnicas mas complejas.

Ejemplo 9

La ecuacion de Van der Pol u”—u(l—uz)u'+u =0, donde la constante pn >0 es

positiva, describe la corriente « en un triodo oscilador.
Introduciendo las variables x =u,y =u' transformamos la ecuacion en el sistema:
x'=y
y'=—x+u(1—x2)y
Observamos que el tnico punto de equilibrio del sistema es el origen y el sistema
lineal asociado cerca del origen es:

yv) =1 w)\y
Los valores propios de la matriz de coeficientes son:
5 T N wEyu’ -4
2 2
y, por tanto, si u =2, el origen es un nodo inestable degenerado; para 2> u >0 los

valores propios son imaginarios con parte real positiva, por lo que el origen es un punto
espiral o foco inestable; por ultimo, si pu > 2, los valores propios son reales positivos y

distintos, luego el origen es un nodo inestable. En todos los casos, una trayectoria que se
inicie cerca del origen, se alejara de ¢€l.
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Con respecto a las soluciones periodicas, del primer teorema de Poincaré se deduce
que, si existen soluciones periodicas, deben rodear al origen. Por otra parte, al calcular

D Doy (1-22)

ox Oy

observamos que se produce un cambio de signo en |x| =1. Esto significa que mientras
|x| <1, no habra ninguna trayectoria periodica.

Por otra parte, una region anular R en torno al origen no nos permite aplicar el
teorema de Poincaré-Bendixon, ya que no podemos asegurar que las trayectorias que
entren en R permanezcan en su interior.

Es posible demostrar, mediante un andlisis mas complejo, que la ecuacion de Van der
Pol admite un ciclo limite Unico. Sin embargo, emplearemos un enfoque diferente:
representaremos graficamente las trayectorias solucién obtenidas numéricamente, en
funcidn del parametro L.

Almacenamos el sistema correspondiente a la ecuacion de Van der Pol en una
funcién vandpol.m con un primer valor para el pardmetro:

function z = vandpol(t,y)

nu=0.2;

2(:,1) = y(:.2);

2(:2) = -y (, D mur(1-y (, 1.2y (:,2);

y representamos las trayectorias solucion para diferentes valores iniciales:

[t,z]=rk4 ('vandpol',0,50,[0.1,0.1],500);

plot(z(:,1),z(:,2)), hold on

[t,y]=rk4d ('vandpol', 0,50, [-3,2],500);

plot(y(:,1),y(:,2))

Trayectorias de la ecuacion de Van der Pool para nu=02

-3 -2 -1 1} 1 2 3

Tal y como habiamos deducido, el origen es un foco inestable ya que la trayectoria
solucioén con estimacion inicial (0.1,0.1) traza una espiral en el sentido de las agujas del
reloj que se aleja del origen mientras se aproxima a la solucion periddica. Al introducir
un valor inicial alejado del origen, se observa que la trayectoria describe asimismo una
espiral en el sentido de las agujas del reloj, que tiende a la orbita periddica. Si
observamos la grafica de u respecto de t, observamos que las dos soluciones varian su
amplitud inicial para tender a un movimiento periddico estable que corresponde al ciclo
limite. También se observa una diferencia de fase entre las dos soluciones al
aproximarse al ciclo limite. Observando la grafica se puede determinar la amplitud y el
periodo de la orbita periodica, una vez estabilizado el movimiento.

plot(t, [z (:,1),y(:,1)])
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0 ] 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

Cuando p =2, se observa un comportamiento similar, pero el ciclo limite dista de

ser una circunferencia. Las trayectorias se acercan mas rapidamente al ciclo limite,
perdiéndose la simetria. .

[t,z]=rk4 ('vandpol',0,50,[0.1,0.11,500);

plot(z(:,1),z(:,2)), hold on

[t,y]=rk4d ('vandpol', 0,50, [-3,2],500);

plot(y(:,1),y(:,2))

Trayectorias de |3 ecuacion de Yan der Pool para nu =2

De nuevo se observa en la variacion de u respecto del tiempo una diferencia en fase:
plot(t, [z (:,1),y(:,1)])

Grafica u-t paranu =2
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Cuando tomamos p =4, partiendo de las mismas condiciones iniciales, obtenemos

las siguientes graficas:
[t,z]=rk4 ('vandpol',0,40,[0.1,0.11,500);
plot(z(:,1),z(:,2)), hold on
[t,y]=rk4d ('vandpol', 0,40, [-3,2],500);
plot(y(:,1),y(:,2))

Trayectorias para la ecuacion de Wan de Pool connu =4
g T T

B

Grafica u-t paranu=4

Se observa que el ciclo limite es mas alargado en la direccidon y; las trayectorias
siguen tendiendo a ¢l a mayor velocidad que en los casos anteriores (para intervalos de
tiempo mayores, las trayectorias exteriores retroceden y se repite en movimiento en
sentido opuesto). Ademas, se observa que la grafica de u respecto al tiempo dista ahora
bastante de una sinusoidal.

19.3. Problemas

19.3.1. Enunciados

1.- En los sistemas lineales siguientes, clasifica el punto critico (0,0), calculando la traza
y el determinante. Comprueba los resultados obtenidos representando algunas
trayectorias solucion en el espacio de fases partiendo de diferentes valores iniciales,
empleando para ello el método de Runge-Kutta de orden 4.
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x'==5x+3y x'==5x+3y
(@ ®) . _
y'=2x+7y y'=2x-Ty
x'==5x+3y x'=-5x+3y
© @ . _
y'==2x+5y y'==Tx+4y

2.- Determina las condiciones bajo las cuales el origen es un centro del sistema lineal:
X'=—ux+y

y'=—x+py

3.- Determina una condicion de la constante p tal que (0,0) sea un punto espiral (foco)
estable del sistema lineal:

x'=y
y'=—x+py

4.- Demuestra que el origen es un punto critico inestable del sistema lineal:

x'=ux+y

y'=—x+y
donde p es una constante real tal que p #1. ;Bajo qué condiciones sera el origen un
punto silla? ;Y un punto espiral inestable?

5.- En los siguientes problemas no lineales clasifica, si es posible, cada punto critico
como nodo estable, foco estable nodo inestable, foco inestable o punto silla. Comprueba
en cada caso los resultados obtenidos representando algunas trayectorias solucion en el
espacio de fases partiendo de diferentes valores iniciales empleando para ello el método
de Runge-Kutta de orden 4.

x'=1-2xy x'=x>—y* -1
@, ® "
y'=2xy-y y'=2y
(c) x"+x= l—3(x')2 x'—x’ (d) x"+4 T 4 2x'=0
2 1+x°
x':—2xy :x(l—x2—3y2)
(e) | ; .
y'=y—x+xy-y =y(3-x"-3y)

6.- Demuestra graficamente que el sistema autébnomo plano
x'=—x+y-x’

y'=—x—y+y
tiene dos puntos criticos. Clasifica dichos puntos criticos y comprueba numéricamente
dicha clasificacion representando el espacio de fases algunas trayectorias solucion del
sistema (obtenidas mediante el algoritmo de Runge-Kutta), con distintas condiciones
iniciales.
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7.- Una interaccion depredador-presa entre dos especies sucede cuando una de ellas (el
depredador) se alimenta de la segunda de ellas (la presa). Por ejemplo, el lince ibérico
se alimenta casi exclusivamente de conejos, mientras que éstos usan las plantas
campestres como alimento. El interés de la aplicacion de las mateméaticas en las
relaciones depredador-presa reside en determinar, no solo el numero de individuos de
ambas poblaciones que establece el equilibrio en el ecosistema, sino también puede
servir para poner remedio a la extincion de alguna de las especies, o de ambas.

El primer modelo depredador-presa fue el de Lotka-Volterra:

x'=—ax+bxy

y'=—cxy+dy
en el que x representa la cantidad de depredadores, y la de presas y a, b, ¢ y d son
constantes positivas.

a) Calcula los puntos criticos del modelo de Lotka-Volterra.

b) Suponiendo que a = 0.1, b = 0.002, ¢ = 0.0025 y d = 0.2, clasifica los puntos
criticos del sistema.

c) Representa el espacio de fases algunas trayectorias solucion del sistema
obtenidas mediante el algoritmo de Runge-Kutta, con distintas condiciones
iniciales.

d) (Existen orbitas periddicas? Razona la respuesta.

8.- En cada uno de los siguientes problemas se expresan un sistema auténomo en
coordenadas polares. Determina todos los puntos criticos, soluciones periddicas, ciclos
limite asi como sus caracteristicas de estabilidad.

(a) r'=r2(1 rz) (b) r'zr(l—r)z
0'=1 0'=-1

©) r'=r(r—1)(r—3) d) r'=sen(nr)
0'=1 0'=1

9.- Determina las soluciones periodicas (y sus caracteristicas de estabilidad), en caso
de haber, del sistema:

al - (x2+y2—2)
Y

(x2 er2 —2)

19.3.2. Soluciones

1.- (a) Definimos la matriz del sistema lineal y calculamos su traza y determinante:
A=[-5 3;2 7];
t = trace(ad)
d = det(a)

-41
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de este modo, los valores propios son:
lambdal = (t+sqgrt(t-4*d))/2
lambda?2 = (t-sqgrt(t-4*d))/2

lambdal =
7.4420
lambdaz =
-5.4420

0, calculados directamente:
lambda = eig(A)

lambda =
-5.4807
7.4807
Dado que los valores propios son reales y de signos opuestos, concluimos que el
punto critico es un punto de silla. Para comprobar esta afirmacion, almacenaremos el
sistema en un fichero de funcién y representaremos algunas curvas solucion en el
espacio de fases empleando el algoritmo de Rung-Kutta:

[t,z]=rkd4('ejl',0,2,[5,0.5],50);
plot(z(:,1),z(:,2)), hold on

[t,y]l=rk4('ejl',0,2,[-5,1],50);
plot(y(:,1),y(:,2))

[t,z]=rk4('ejl',0,2,[5,-11,50);
plot(z(:,1),z(:,2))

121 [_51_0‘5JI5O);
plot(y(:,1),y(:,2))

[t,y]=rkd ('ejl',0
axis([-5 5 =5 57)

2.- Para que el origen sea un centro del sistema lineal
xX'=—ux+y
y'=-xtpy
debe cumplirse que los valores propios de la matriz de coeficientes sean imaginarios
puros, es decir, que T —40 <0, siendo T =tr(A) y 6 = det(A). Es decir,
- 1
A:( " ]; T=0; 8 =—p’+1
I p
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debe verificarse:
“4(1-p*)<0e1-p* >0 |ul<1

5.- (a) Buscaremos, en primer lugar, los puntos criticos del sistema, aquellos en los que
se verifican las ecuaciones:

1-2xy=0

2xy—y=0
Despejando 2xy en la primera ecuacion y sustituyéndolo en la segunda obtenemos que
la tnica solucioén (y, por tanto, el tinico punto critico) es el punto (0.5,1). Para estudiar
la estabilidad de las soluciones en un entorno de este punto, trabajaremos con el sistema

linealizado:
x" (2y 2x x) (-2 -1} (x
y' 2y 2x-1 (11] y 2 0)\y
>
Obtenemos los valores propios de la matriz de coeficientes:

A=[-2 -1;2 0];
lambda=eig (A)

lambda =
-1.0000 + 1.00001
-1.0000 - 1.00001
que son complejos de parte real negativa. Por tanto, el punto critico es un punto espiral
estable. Para comprobarlo basta calcular algunas curvas soluciéon mediante el algoritmo
de Runge-Kutta:

[t,z]=rk4('ej5',0,10,[0.3,0.5],50);
plot(z(:,1),z(:,2)), hold on

[t,y]=rkd4('ej5',0,10,[0.6,0.5],50);
plot(y(:,1),y(:,2))

[t,z]=rk4('ej5',0,10,[0.3,1.21,50);
plot(z(:,1),z(:,2))

[t,y]=rk4('ej5',0,10,[0.6,1.21,50);
plot(y(:,1),y(:,2))

0.4 L L L L L L L L L
03 03 04 045 05 08 0B 0BS5S 07 075 08

8.- (d) Teniendo en cuenta la periodicidad de la funcion seno, los valores criticos de la
variable radial son 0 y 1, Unicos valores naturales en el intervalo 0<r<2 . Sin
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embargo, solo r = 0 corresponde a un punto critico. Con toda probablilidad, r = 1
corresponderd a una orbita perioddica pero, /serd ciclo limite, y en su caso, de qué tipo?
Estudiemos en primer lugar la estabilidad del punto critico a través del sistema

linealizado:
r' _ ncos(n-O) 0 r
0') 0 0) 6

pero dado que el determinante de la matriz de coeficientes es nulo, no podemos
clasificarlo directamente. Indirectamente, clasificaremos el punto critico al estudiar el
comportamiento de las trayectorias solucidon en su entorno: si observamos la ecuacion

diferencial r'=sin (TE r) , para 0 <r <1 se verifica que r'>0 y por tanto la variacion de

la distancia al origen es positiva y cada vez mayor hasta que para r = 1 dicha variacion
se anula. Esto nos permite afirmar que el origen es inestable y que las trayectorias
solucion tiendan a la orbita periddica pero, ;qué ocurre mas alla de dicha orbita?
Siguiendo el mismo razonamiento, para 1 <» <2 se verifica r'< 0. Asi, la variacion de
la distancia al origen es cada vez menor hasta que para r = 1 ésta se anula. Por tanto, la
orbita periodica sera un ciclo limite de carécter atractor. Sin embargo, no nos basamos
en criterios probados para realizar estas afirmaciones, son simple intuicion.

Por otra parte, del primer teorema de Poincaré se deduce que, si existen soluciones
periodicas, deben rodear al origen. Esto no aporta nueva informacidon, pero no
contradice las conclusiones anteriores. Por otra parte, al calcular

%+%=n cos(nr)
ox Oy

. : 1 . .
observamos que se produce un cambio de signo en |r| =7 Esto significa que mientras

1 . o
|r| < —, no habra ninguna trayectoria periodica.
2

., 1 . .
Una region anular R tal que 2—¢ <r SE en torno al origen, con € >0 préoximo a

cero, nos permite aplicar el teorema de Poincaré-Bendixon, ya que hemos observado
que parar = 0.5, r' > 0 luego la distancia al origen crece; mientras que para r=2—-¢,1'
>0 por lo que r decrece. Asi, cualquier trayectoria que cruce la frontera de R permanece
en su interior. Aplicando el teorema de Poincaré-Bendixon, podemos afirmar que existe
una trayectoria cerrada en R.

A continuacion representaremos distintas trayectorias en el espacio de fases que nos
permitan observar en comportamiento deducido:

[t,z]=rkd4('ej8',0,10,[1.8,11,50);
polar(z(:,2),z(:,1)), hold on
[t,y]=rk4('ej8',0,10,[0.4,0.5],50);
polar(y(:,2),y(:,1))
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Ecuacion diferencial no lineal

PENDULO

>> [t,y] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,0])
solucion, todo ceros, € pendulo ha empezado parado, solucion estacionaria

>> [t,y] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,1]);
>> plot(t,y)

ondas aparentemente sinusoidales: quiere decir que el termino no lineal no influye mucho, porque el sefio es propio de sistemalineal con coeficientes constantes.

>> [t,y] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,5]);
>> plot(t,y)

lavelocidad ya no se curva como el seno, es mas picuda

>> [t,y] = rungekut('pendul0',0:0.01:10,[0,6.5]);
>> plot(t,y)

el pendulo esta dando vueltas!

Plano de fases

en lugar de usar diagrama de tiempos y angulos, en vez de dibujar las dos magnitudes respecto al tiempo, represento una magnitud respecto ala otra. Ademas dibujaremos un campo con los vectores de la derivada.
>> planofases('pendul 0',-2* pi,2* pi ,-8,8);
Se pueden ver |os puntos estacionarios (€. 0, 2* pi - derivada cero), los puntos silla (g.pi,-2* pi)(direcciones que se algjan y otra que se acercan)

>> [t,y] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,3]);
>> hold on

>> plot(y(:,1),y(:,2))
>> [t,y] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,6]);

>> plot(y(:,).y(:,2))
>> [ty] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,6.5]);
>> plot(y(:,1),y(:,2))

>> axig([-2* pi,2* pi,-8,8]) % lo centraen lo interesante

Se puede comparar con o que ocurria en la otra representacion:
con velocidad 3 -> sinusoidal = elipse en 2D

con velocidad 6 -> sinusoidal picuda = elipse picuda en 2D

con velocidad 6.5 -> seva

Vamos aver si conseguimos darle el impulso exacto para que se quede en posicion pi (hacia arriba)
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[t,y] = rungekut(‘pendul0,0:0.01:10,[0,6.23]); % no llega

>> plot(y(:,1),y(:,2))
[t.y] = rungekut(‘pendul 0',0:0.01:10,[0,6.28]); % se pasa

>> plot(y(:,1).y(:,2))
[t.y] = rungekut('pendul 0',0:0.01:10,[0,6.26]); % se pasa

>> plot(y(:,1),y(:,2))

Cambiando €l Modelo

>>k=0.2;

>> planofases(‘pendul 0',-2* pi,2* pi,-8,8);

>> [t,y] = rungekut(‘pendul 0',0:0.01:10,[0,2* pi]);
>>hold on

>> plot(y(:,1).y(:,2),'r)

>> [t,y] = rungekut(‘pendul0',0:0.01:10,[0,7]);
>> plot(y(:,1),y(:,2),"r")

% la 7 primero da unavueltay luego empieza a oscilar.

Comentarios.

El modelo del pendulo es casi lineal (seno de x =- x)
con otros model os salen cosas como ciclos limites (ver transpa)

Con ED de mas de 2 varibles salen nuevos fenomenos (atractores extrafios)
g lorenz
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