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Jegmp(.o 2. Reducedon aéverma candnico. (case parals i)
| ool + 2aeyUxy + 4y Uyy = O | |
A= ot } B2-UAC = Ux2yZz —lLx2yr =0
Y= o2 O
| du_2 |, dx dy L |lnxoluyibak o = -yk]
e I e | i B Y N o s O
k= Z==80xy)] & qAL Nea. . oA fal de gine
|| / e 9 ljj red  (ndegendiente EN

| Sﬂhimulﬂdm&&tglodi?m&-i%m HERERERRN

- Poduemnos  rencleer .EL:__..PJTD\Q_LQLY\&_.__Ai_(\.i.EQQJ_ y=0 |1

TR (] tj)j = £ 0 sushbu en la ec. originod

| 50ng = B b ol ec oot

| ERENENN ___:;.U-Ij'j o cadapor
i | ki

i
AL sukibuae ol renulbade en unoe RcuOCLOn en Jormol
coanendee. | L L 1 L L L L] L] _




Ecuacién da ondan (unidimensional ). Resolucidn por reduccion
_a jorMma candnicoe. (Selucidn da d'Alembest) |

w(x, 0) = 4(xD posicada iniciolk
Ue (x,0) = g(x) | veloudad injcial

Ute - C?U <= = O
Problema |

u:mpca-;o_ncho won
AUxxt+ BUxt + CUet = ©

A= _.CZ I
Ef '13 B'-unC = uc?2 >0 Hiperbdlico
| lebeley o FTWee 1
bi(=e) = - |= t-C—
| | DY -
al E= :—g—: Fq’thi))' Pom:md:»pqg: K(a; b= x-t
= + = eL{ [ S Persenaat Lonoamnes ! = X - kC
< B =l i e A R
¢x=u.9x+urzx=u+u
Uk (= Mg t+u;b=c(u5—¢1)
u:cx=(u.j,.§:c ‘t‘Uj{?(:c)'l"(U-q =+ W ?I)
= U.t;)j 5 2[&97 + (L»W ) ¥
Wee = ¢ H:ug ¢ Usn [t *(u'ﬁSt‘l' Wpg 7e)
=50 U.FT; + Wap = Zujfﬂ :

switituyendo en oo ec original

“L{Czu.srl=o :
— 2. /2wy _ ansigniitaw
Usr =0l = s5(3¢)-0 3 Lo depende dle 7
PIEN
la. selucidn gensral deloe se~dak HPO 35_5_$°L°d4~PMd'Ld"-§

U.(ﬁ,f'{)-: H(7)+K(9) HUK%UJ\C'LONV) arbi tratan
\EL(meLU’f\Q— puda reducde o v

wlo,t) = H(x=ckt) + K(e+ack) | @ | Sol general
wl=x,;0) = H(x) + k(=)= (=D ® } condi alone)
| inicialen
e (x,0) = —cH'(x=ck) + cK'(xtet) = g(x) J ®
| . k4 2




Derivando @ CH'(x) + cK'(x) = C(}'(’-’C)

4 xC | —cH 'l + e Kx) = [giCoe) |
sumands ; { | 2eKi(x) = Cd‘('x) + g(=d
rkonde: | 2¢ H'() = ¢d'(=) - g(=)

| { K'1(3c) = —'i-alC:c} # serlal o)
H'(=) = 7 (=) - - g(a)

in:I'ESrGAd.o | 1] 1 - I _
| { K(xu:ﬂmw%f (4 K SR B S
%

H(Z) = A0 - e o gmdT + @

smtibuﬁmd-u@ lo. solucadn Qenarald 1 ulx b= Hip) + K-C§)
| I . _pXtck . N 1 .
u_(x.fl:) = -"*(j(:x; +ck) 1—20 J (AT + P
A EE d:) =3z J 3(’r)d(‘r+q

2“ ::c.b |

23 N =
3= C"r)cL”rJrGaJrP

‘p.‘-—-—wH_

u(::; E)= (j(ac H:t) 4! th D\:)) +

a.f)umob: b LG X)L Ll
u(:r.{o)— 4(x3+ ‘.. +QFP= _J(x):«e: .-®#P=_<_:>_

SpuLBn

EFHQ”‘PLD /\éa .?oﬁzdsﬂ | ] en ente canof ' ' i
P i ~-—[ac3c+uc>+4cx ct)]

X d:,buj owmas la solucion @
. . A u(ac,\-:)




¢ Como podemos haces Qe Los extremos sean ijos <

Hacemos Lo externidn de {1y g impar 20- Ew*io”oUC_ob
g )

.—.—} h
AN LN/ o[- TN
Se puade 0 Mprobos VSN ol Wear o o la soluwaoen
Pu(:x:,b), J w(O ) 'y LL(E,Ef son siempre coro
\.L\:(O/-E) Y U.t(ﬂ,lf} =2 (o velocdod Y Pmic_i'brf\
en s extremos e
N ula

= un muy buen modele para. extremos }ijos.

St aplcaromos eso ok ¢gempls do | de ankes e resulbado
sea cpu_ el PuJu:o ’rﬂ‘&/\jm.kw ‘relbota len las pcw':’_oLﬂ/D.

Ahoroe oumos o entudios o CoNne N.O ‘r\om%fm; pvo
anken \(\CUd YL Ve |

[Teorema. dio Green Cen el plano

44 |
,(‘.(:f.' ‘j)
3(1,3)1

lj(%%—g—g—)d.acdg ..= L 1 de + %obj

¥

- jb<(3(y(m, o(v(w)) , ¥'(k) > dk




[ Cane ne homogénso de lo ecuacion de ondan |

uktlize e\ sub-uno povoL d,;nhnjw

U.att = |c? u-‘; LT = h« _C:r:.,t) olondo haaumes' wn C -V.
U (:f- o) = C:r.-)
. U«t(:x: 0) 'r:x-)
U (O E) i .
W1 (Q,k)

hacomes C.\. : féﬂ:

| (:r.rt)——-') (x,a)
bh(-’f- t)———b Wl € [oe} 5) L (e, C,l:)

\/\.'.,.-Urxxt'#-u th—- U'j C

Ukt = c2 Uyy
=2 | e \,LS':J -] C* [/l_ac_i, = | (x -g—)
| it - h., Goe, -lj/c)
..g:j— Woexe =| 1— 53 "
| EEEEE | _|(_;,_=f-' /) hc'ac, y)

U.Laj — Uzxx = \n(:x: lj) |
PAEICVER[EY) - j(x;_l=3,fx)/c |
c Uylx 0)= g, (:c) 3 LL,(::-.,@* q(x) ._
wio, )= o | ]

A 4 3) =0

HpUtamas el teotemoaor d_o, Green « NN
ALY ﬂ(\& Uy)dxdly = ﬁ<(u W), dy >

] (8 UBUBg
] 'I‘ Ll Siend_n bL e o Bl
wd o

V=

C RN x,+3 ﬂ(uu u33>0\xd5 j€<(u3,ux)d2f>
Y _coeoio \.L:x:u: U{m = h(fl; fj> .

P himgy bty = J, + 4+ &,

h&gmos ccu:La Lnt_g. L por Jepmdu L]




S B

N

T i

_. %l =] (=,0)
§'e=_04 ,lo_)

= T =

41 Jxofﬂ., F )7 3 j::r.a.f—tj.,
i il W) (1,0 x = U (x,O)ci:c
% oo T oy

Yi(s) = (Tatye, 0 + 5 (Yo, Yo ) mmﬁ*ﬁ

JLCsD = (5Yp, se ] /
S ol ' Vilsi= G+ R(T-T)

it | |
J <(Vy, =), (-Ye o) > s
= S:«ux, W), (Yo, o) 7 el

i | | reodts Mhrerenonr
\ (Ua:. LLJ)(HK;&;D) = ( Wo Eﬁe}l (S) De o.q,uJ. vania Lo

reglo. da la coclena

BES YR CINEREIHC TR RSN AY

‘..,(::,o) =JC'::)

wlxe*Ye,0) T é(:ﬁ.‘i‘ 'ju)

@ sieni Loy mente ¥2(s) = (acege) ¥ S (-Ys, - lja) |
[ <t s = 0= [ 8
=[(LL°E/2>(;S§1; = u(oﬁa*\do!o)-‘ ucx—“;-%) _

Por tanko, Supndnonos
Aot Yo | 1
Hh(x, ) dx dy = I(UL peel = 2wl o) + J(Xotyo) + J(xc-yo)
LYo

5 l

da \on | C.T. UU(DC[O) — ‘3__._\"%”:.)

q,uldn_ £ TeotYo |
“ N EAD d=x duy _—_%Cd[ (2)de — 22Ul Yo) + 3(3:#%)-{—4(3:‘ ;L&b).
:ﬂa—léa |

D

d‘MPQJMd‘p U'CI'r Yo ) | ot ya |
U (e, Yo = -é—[i(acﬁ%)ﬂ(?cu-%ﬂu—ﬁz { guCx)d - %g hx,9)dxdy
| - X |
donhatiendo ek cambio de \Jcmcx,bU- 10
Uy (e, L) = '5_1_' [;\(Iﬁ cbo)t j('xo-chn)] & 5};5 g{ (x)dx — :2‘_ EDS Wi, _)dxchj
A,-Cle X )

jodto danhace el

C- W | Ofphdt - T -1$
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e A
- ~Y II_-| | _ | L |||.|.._|_| ._ B Ll Ld |
MTywr| - T RESENN
= L |.||._|“| | _ - L =
— _ C| _ | _ (I _ Tr e | l._|_| |
| | el | ) s | I|||_| = I|_ - _|||r_| =
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MEE_—N IEREENEEEDEEEE | |
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| Método de seporacidn de varobln

AUxx + BUxy + Clyy + DUx + F_LLJ + FU = G
cone B=0

AWxx 4 CU.M + DUx + E\kﬂ'ﬂ' Fuw= 06

€l mndkodo connuny ke en :

Supones gue ne puede ercribls Wix iyl = X(x): Y (Y)

N ene cano NL biemo : W

Woex
lo. ecuauen gueda :
AX'Y + CXY" + DX'Y + EXY'+ EXY = 6
davidiends poc XY

X AT X' y! 116
F\ercy +DY+EY+F‘7><_Y

o\l

XY Wy = XY’
XMy Uyy =Xy

X! X e L g YU LI G
A5+ D%+ F (= Q_—— B Xy

si F uxy e un_d_o_nsepqu e vnol 4 de
td;’rrcxd cL_ g cdomoes resoluen cnm.n#s:.
Ao U\;\ck

LAt st a...n_w D A=rad

Gron Pcu‘_’u.- del rueo oL ents my kodo en Haber Conmer o
lan conducloneys inicdades al Su_Por\.nf U= X-y

c ejernple: w=xXT
AT w(ot)=0 ——— ulok) = X(0) TC(t)

//—3 T(L)=0 Vt\
\. X(o) @) Eriviak

_ H o-bLLMd-D
IUL(_(_');[-_)-:O —> X(D) =0 E.ﬂ'o.efl (% cmphnﬂ.
la. bueno tionty

similavent: 4 (8 E)=0 — X(t)=0

tr
T Ry = XY o
Wz, b)=0 -3 Y(WR=0 = Y(b)= 0

Uz (0,y) =0 — X'(0)-Y(y)=0 = X'(0)=0
o pasToLod
yapzo

ﬂ_d.\a.ano)

U=x(a,y)=0 — X'(a)=0

T -1




i

Ecuacadn de ondos homo genac.. Sglucidn mnedronbe
separa.adn G vouiodslen

J W (2,0 = g

Ukt = c2Uxx = O

w(o,k)= 0 Vvt
uu t)—ﬂ O Yk
Suponemos Wl k) = xm T(t)

Por Eanto: LL::—— X'T Uxx= X"T
L Mel= X[TY Wy = [XTV

Sun b tu.«denou:» en loo ecuoton |
I8 = P i o
d,L\.rlcUU\tLo Por | X [Tk d?

VLT KT L o]

L

2T [ | X como sola dos cotan an—pe.r\d_an

T T ___“‘_‘mm{}“mdﬂ = on iguader,

solo depends sélo | T ol dndcan | pacier ldad e

de t depan e

. daly | amban nean una ennn bdate A

Alhora Podhnﬁos enoleS _(LDS_EDO-

| TH o [ (S [ X“ .

C: F:r_ sl - _X—h= .

Pero ankey o ct,uu_ et bl LCw condu tlones Uniclales
con X(x) Y T )|

Wl o) = () = T(o) X(ac)— J ) }dlmnfmmb

no Nos SIfve

U (¢ 0) = g(x) = .T(o) X'(x) = 3(;)" ‘A

w(o)=0 = X0O)T)=0 - X©)=0

wWtY=0 = X B =0= X(D=0_
o) declr, tenemos dos EDO I

X"-W=0 | A Tt=aErT =0}
1. X(0Y=0 | | | [O§_EL|
X)=o

PR et
Wi o) = Cax) enton ons u:; &
We (:é, 0) = ag (i>d) }&an\;\ﬁ? &1 u;w;rl 2 E0OS



Renolyaos lan por separa.dg :

{X"——)X= 0)
X)) =0
X)) =0

Se reruelre poc conos

un lan rou ‘
L LG R oo seg o con dal pollnoman
X = AeTT+ pets
t By
5y

X(©)=RA+B8=0 =B=0
X(1) = Ae ™t + g™ —‘O} i

solwaen nula/ Erivipk QML (D AOS UY\POFL_OL.

X' =0

X(x)= Ax + 8 X(o)= B=0 el
S= At = BT
solueadn rudia / brviak

q,l.u Ao oS M por too
Lo?’lc.o-_ XV =0 Lac.t.uv\(.)l.u\ s \an reckon il

: St X()=X()Y=0 \o Wnica reckoe e X =0
A<D, +iF
X = A sen (I7xx) + Beos (7 x)
X() = B=0 A=0 — trvial
X()=Rsen(H D=0 7 i

o =TT MeEZ
€5 decar | | '

. ATT -
s\ | A0 4 N-) = T entoncan lo soluicicn en

- 1 r\. indiniton nolucionen N € Z
X(mh += H sen (—LH 3:) }3@5}0 SON fg._mioﬁ'\& P&r& n=-n
- Pof tanto
. ne N

Lol ATt -
X(x>= R se,g\ (2—'{_3‘:) W= B ACey propian
_P)\'r\ -"'— = Q_Q_EL volkoen propios
Ahoro \r\Cud Qe venower el PmbULMCLdﬂ Lol 1T
IMPORTANTE = H QL ukbilizor o onducionen
?\QO\j N-X = pao FQJ)OLMU‘GLPFO\D\LN\.CLOLQlM'
T . (%mwef\a.’rm:camc X=0 = u=>(T=O)




' ' QceN > i N (R Iy -
cono (A< QO g L EiTNe | T Xl Ee
' Q Th = polinemiIO L

= T(L’)z Cd C,DS,D%T—(;(; _\_'D“ con AITC F\TTC E

Ahora. agrupamos lan EDO sabiendo
Wil &) = X (=) TCE) |
\-anC:f__{ t) . .Xf\ (’x,\) Tﬂ(.l‘.s nF 1. '2_ 3

Un (x, &) = (Hn(:os”mt + Bn san“?ct) en

son. N EN  solucionen

PCUQ. hatlor lo. porkiaudos, licor {on 2 C.T.
u_(:r )= a(a;)
Uu:(ﬂc o) = 9>

Tran le-ad. o rovechomos el

: | - K Sundtorio de bodas lan Aoliionss
No o MPUL mma wna Ua ) & una sete- du Fousior, qfu sTpuade s

).
Sitenermos \GrAon Soluone), srumadaos btamblh wan d
soluwciocn. Por taatbs: .

-IUL(-:E,E) . Z(Ptn CoS T Selyl Bq sm r—\-IT—C- Jf_) sen -—-:x,
et |

“J CLhGl‘CL pao quL esa wlx, t) cumnplo, ulx,0)={(x)
MO» “Q UL exigLs w(x,0) nea' e sere
d\.o. lro 1er da (= (u.k i$n impor 2T~ peAddd ta de J(2), >
| ] | c.onr\o sabema moabiene Los exbemos
*(‘\LOS Len \ou solncicn |

ulx0) = Z A s F o= BT | EXpRaliR g e
| | — cater
<=> '_F_\n = %— fo JC:t) sen "—‘{ix d:c Céf[',_m,_

xau_u.Lm@.(\bL Jo ! | -~ L
Ule (b Y= 3 (~ P O son D€ £ + B OFC s NS 1) sen §T

oY (xfo)z——mzl_ ‘5..“___?.;‘?_% sen AE < = 36:&:) o B

L Banme |2 (U [ LAy

ra

m-2e



se obtiene por ktante Lol sollccn como una serie.
Podomos trancoslee obteniende wna ofmmmagwﬁ tan
buena. oMo c:yuuzro_mos

Ackacion de o solbucion :( del error womebide)
St bruncamnos en ’YL

wix ) = Z + 2
Ne+ 1

(S
enor Comelkido

Z(Hnm&()’rﬁr\mnf))ﬂzﬁnwx < (1l + 1Bal )2
No 1 | cﬁ’:f\ Mo+ |

52

] -
An = L g sen fTx d | ey <

IAn] € =M Xls.en‘—‘{-‘-:c dx = {M ['f_"f.r‘\{‘[_xj
5 |

= 'M(1~cosmrr)—2— < umM

NTT -
| ‘W\‘U\u 1Bl £ —ﬁ \:ogimd‘gpﬂMdiog«.o lo. coba.
Por tanto |
&ror congkide < n§'(lﬂnlz t 18n12 ]/“ = u:‘ (nDZH?\La) i <
col culos

€

Ior- 21



Ecuacidn del caler. So\wasn mudiante seporoLcisn
de  vosiodles. i

a(I) Vx € [o,L)

0) =
w0, ed= 10 - MtEz2o
wu(d, t)= o Mk 2o

Swpor\gam:'c:s: O (=, ) [= X O - [TICED

entoncen: We=T'X
M = XY T

QI\LQ.Q_UJ—Q.Q-O’(\: o &

T X xi"Tcm:-_ s ol XM N

T Xl el T T X |7
Co nducionen indcialen

wlo =0 —  X(0)=0

Wit by=06] =] X(AD =0 |
XM"-A2AX =0 | T'—>c2T =0
X(0)=0O | bl
X(eD=01-| |
\___,_,__v._____.-—---_J

esta EDO es idéntica.
a locde looeemocioa . | B
de ond on I ) 4o P S |

Xn () = An fen D e

.
= o ErT

ahnoro. e lrernos el problema de la T zmpomu\d@m:—{f

T EDd d2Tal |—»
o Sl | Prc?ii.}\ﬁctlillb RO U\TIC)
cocackenshes

IR OEE T Or muL AR

Lol sobucidn tekal pore. U(x t) = X(=x)- T(%j q,u_uLQ.

_.MI.. 2 .
Ka (DC ) = Qn = (R sen ng N =[1,2,]3] ..

n'rtc 2 hq,c.e..mms low sumec

u(:r o)—

wlx,0) = Z An sen 1 x = §Ge) penes

Fourmes
n=y




YD OO0 00

Ny

Eolacion de Laplace . Solucidn muedaanke sepora b
AL vorioadlen

Aguua e juaga el tlempo , en una siblown estak e

H A 5 {,L(_Zr,f j) VZ L [= O
b .
wlac,0) = 4CeeD = ¢ [ojol]
w (¢, b= g '
102 s\.pONgomos por Los lados no
o&.a_p ~C o pa Al entla caler
U_:L COIH) — O

Ui (&,lﬁ)f—" O
swpongamos W (ac,y) = X(=>-¥Y (YD
Sunl:i'cw.je/\d_o en oo ecu o cion Lxx + 'LLUU=O = VzLL
L XY 4l Xyl =0
dividiendo por XY

WL =i

X b A
LONAUUD AL) un ciodes
Ux(0,4)=0 - X' () =0
Utx(eftj)"—'“o — XQAY=o0

U (_DC’b):o — Y(b)=0- «— imporkante darte cuantel

xi\_}xzo Y\I.‘.ky.::o
XWo) =0 | | Y(b)=0
X' (o) = 0 _

Fimero rerclwemo Lo, EDo du X(x)
e - o 2§ s of
—> = X(x>= Ae'T + Be

-7 o
XI= e e 1™

X'(0)= A-B = B A=@=0
X'(a) = AR e = F\xf_')_sef\5 =O} Solucién tmvialk
X(x) = Ax + B
X(x)=
X' =H=0

solacisn T

X{x) = Eﬂ aidial | ¢ oy

3



QD - xim
X()= Aess ¥ hax + B sen ) =
X'(x)= - A senHx + B s A
X()= BN =0 = B=0 |
X'(a)=-AF) senfHa =0 = (A av = n1T |
\'X.,(d:) = Aq CO_SE“E'SC n=1,2,3,...

Alora. rfgi\.uexnos e,\_&:robl.m\.a_ o La_ Y(l:) tuw\.d.n en

R R AR R T R e s
+ O
| { Y(b)*o
_Y(y) = Rul# Bl [T T[]

Y(b) = AbtB=0= B=-Ab -
(%(y) = ACy-b]

._TI.
Y(y) = De%‘ﬁ + Ee” Z
VBT = Ble B e o =0 = e pE
20Tl
%Y(tj)—Demﬂ-—De“e“—j :
A qitien sete . b LU @! arth  _ATr
cciﬁﬁ;sﬁ'}h [ = D {e P—lg rle e j} |

= 2 De&e Seﬂ‘ﬂ(j(tybﬂl
lYn(L{g) = B senh (b

waiends Las mhxuomxx o,y = [ XX YCy ) | |

teniendo en cutnka les canscs A=0 g A<O
=1

<

Lyl il

e = go(%"b)
Un= A. cosBIE sonn TR(Y-0D | m=y 23

Tomaumes oo suma. de lan nelucionon

(25 9) :..P[o(l_é—b) —}-r; Aq CDSD%S-C— senh %TI(%~’07 |

-2y
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Conducionen indaiales :
ﬁ'l Ut_(xlt 0) = gu(. "b> +n§| Rn COS Og_"x senh F)_'[_&_}_) = d(:{:)

coqts. %4,“ —-R.b
_ a
o]

- donde enrames considuancle loo
exterwicn por 2m- peiddica da §(=)

Lo t.emmxss

Perrm‘n ‘d“
pox Lo LCu:LDr
pro\fJLu‘(\OL enra CU.A-LCLd—o
poc tanko o /\

djeckan wwhoaa.

_ . Lo sowucida hinal en:
wlx, 4y = Aoly-bd + > An cos T senh BT (y-bD

n=|

a
Cn = %_J 4Cx) cos = dx

[0 E-3
90: -2b

CLn

An = " senh ik

SIRMPL QUL heros ubiltado o e bode de m_{aarm’“/\
Ao voriakbln herrwos recwndo a o ruammo .

loe  Selucusa %QI\QIOJ. e una wlaccidn de Juntiotws Ua
9 todan pur Commdoinociones ingole.

Pcucl W ne la. / lan condicion(ern) iniciallen)
% NG \c@u wrnple ningun Wa concre o, fino
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|_LAesclucidn de un probbema no homogdneo |

&ste mébodo sicve cuando \a poste no
ke = €2 Uxex +| F(2x) homogenta. dapende dg w\u.?solq de Lo

U(x,0) = (=) || NarabWd e la. vifcosiolad Lnsguh PDSfu‘ofr\)
We (e, 0) = g (=D

w (o, )= A | ﬂ'/\—\
LL(E,L-) =+ 1B [

L 18
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Gno el E€rmino  no homo%ene.o ch_PenoLn. de una solo da lown
v&na)oun |

% hoce e,L Camb\c: de wvouialo\e Vi, L-)—— U(:tll:)-l*\/\f(:n)

V= W+ W o

Ve = Ux + W' L.L;c‘x=\fx=:-*\/\f se r_u.x;tii'c__ en en
Ve = Uokoe + W1 Wee = Vet Ao ecualclsn iatcial
Ve = Ut | |
Ve = Wkt

el Aauvo problemia ;| Vee = c2 Vax — c2W" + FlacD [ |

ulo, b)) = Vo, t)- W(0) =P; L]

Truce: exigic que |t _u({ £)= V(l e WD =B [
sea hcmogex\gn_ 1 :

o 2\Wh = FC __ | L a]
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| W) =8B N | |
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Son metodos
o Womoageneas.
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Q_j'erd(;l..,_o. Trw%oﬁhq,d_a_ Seno Y Coseno

Wee = c? Uaae + (40, £) ) xamﬁo e,{_;:r,c\f(.-ci\
= - pen
&E?ﬁ:;z g LDS?'wamcssP extremas
u(x,0)= 0 | L g 1 Hjos. (come siempre)

(Le(x,O) =0 |

Apliguemos la. Erawformacien B, o los dos lados

(hacer Sx signifco. oplicar oo translormoda. remo cieaclo

KT lae Vasiod e ' amos pora  (Nkegrens w _btornandeo
t aid.&/ d.ﬂ_j()fﬁjoru w x dependerd de Ay % H

- netocion: B ERAMVICETE= (DN (c,ualgu.n&

_ maoanegsra. ¢ omo
Uee = €2 UWxxe + §Coc, &) ‘elioniABMos
' lo. ¢
Se[Uee] = Gx [czUx=]) + S« [§l=, )]
[T Voyoumes pono | o pane :

2 (b | A [OTT
o S [Uee (e, 8) ()= j_%' L Wee (oe,b) sen " de

oo \on L';\k:e_ara.L en CQAP?_c,to a. gl :

Ll T | )|
= 1 [—i—L wlexe k) sen [\TTT_—;C dx] T Bt

e Sx [Cz u—:’:x] = c% g:c [LLx:r.]
') o_PLica.n_d.e copiedad de

- e[ oedm] R

i &

w (e, k) u (o, k)
=0 =&

2 e 2
il Q__E_Z__T_F_ SwltD

Por tanto low ecuoicion quedo -

$5 Sa(t) ¢+ ST 50 (1) = Be [40x))(0)

EDO en \a vorioble £, U(\Lﬂl, 21° ord_fu'\,
Coejicientes conntonten , no homogento-

e

Podumos reno\werla. por LquAo do los ond kodies Qe
vimoes  en loo anignakw ED.



Pricoeso \o homagém

2 2002
d‘iz SalE) + ST o (k) =
Qo{amdg(\:dfjgnsjk Pgmﬁﬁucfmgwarmbw Ne csbtwr\

Sol, de law |
homogeﬂr\zm Pi cos "C"'EIH: = B_ sen _,Q__T_T &

Lo obtm&rmes __Pcr el mitodo do Uoriauon de

Pma_m.n_bﬂ::& (pro\oabmmmu sal dna ncamt.o.t por rma.Eno(_o i
e coeficientis undekterminaclos (o\,u_,o tlene
wep cienten conntantes) -

‘ Recordemos el md todo Muanqupm Ao PwaMros
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A
\j1 \a:. Un \ ..V
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‘:!1 :a 1= ljn Va

’ U= VigEga e T

en nuwnto cono |

A leds U (% Blsen/ SN[ [ = O
A (@) sen( ) + B(DTMees( )= B [i(x, E)](n)
(‘-I,LA-LU'tU\.ﬁ.cLF oS Tl: _Smc%r—rt: ! al | _0
T sen (4T4) (T (T /| B/ {521

mulkiplcande la de armbo por sene, loode aboyo por Cosens
y swmandeo se cbtient

B = &%-r cog Ok S Thlr,£)XN)

A= '—gn—ﬁ sen SATE 5-31 [3cx,tﬂ(m>
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p= o [oor L0 8, [je®Ie) dT
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Pork = A s C—ﬂrt— + B Smmt wﬂ%msm&ww:.;
- _""J sen T B (4=, 1)X0): cos Tﬂt T

T i J P -_T[T Sx [}(I,‘T)J(n] Sen CATT oJfT“—
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9 CLPuCCL.I\&JO \oo ProPiechLd.-.

i sen (. —b) = S‘Eﬂ&.cosb—_'cm& sen b
se ootienae

Posk (k) = —E-J 5 D(:nn')](r\) sen Py 41
Sowasn gepasal.
Sa(E) = hom (1) + post (6D
£ '
Sa (k)= Acos QUL + Bsen QUL +€r\—TtJ 1[5(::,0)](:\)5@ SO (k1) AT

o]l

Condicionon nicialon
Sa(0) = A= O,

shit) = gL cos SO 4 ot S [A(::, &1@ sen Cmt(t L =0

e e e : e .,________j;,_,__,

——— '—'-'-—--..,_._____ P

BCOTT Jc‘rt _O || | n |
B=0, ]

Of TEj = mwj Bx[gt:r.,o)](n) sen';““ (& ) &7

Unow vtz tenemos Sn, obkenemos w(=x, k)

.
Wi, £) 5 Sn (k)

Har

Wz, t) = E_l Sa (D sen W




Dicichlek en semiplcmo Métodoe - trann}ormodo de Fou.rter

wlx,y) ormdnica (Ffu="0")

I T LT T TG 0) =D
A 2 e = O]
PN AN LKL, s e el e il

V2V 9=

Waeze + U.33 LT Le]

fijondo 'y’ aplicoroos \ﬁ;‘r. o las des lades _(e_A&Lw ‘f\arm\o_s
o\MQme lo- o, yo gme = dependorel ds m‘ﬂ da 3‘)

notoaaidn G:/a.-_[u(m,lj)](w) = \.k(w,g) = U.w({j)

e Tl B o [ T T
G:I[U—x’-] t Gf[U-jc:}—l =pbl [ [ ][]

G:J ELL‘J:J:] = le:’[kaj .—LU Oi[u]:._uz LLN(U) T T

1o [uﬂgl— 8220 W et T

lo. ecuausn %_le—ﬂ_ —_—— : -_ _

oo EDO con /)oULLuon OWCLL (se ob’uar\.e_ UJJMC’LD el
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Soluas N gen ecoll

Pollaemnio cosactesistico Nl- W=z O
A=t w

Uw(y) = Alw) e + Bwe Y

Conduicio nen  intaolen

Agui o QML UN oS un poed la Qa_b_e?:&

tenemes T U Ww (= O
\3-—! oD
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= \nea ool cakol w, t
d::%:e, wp r\suao_bvo W exponen StQmPr“Q_
Por tanko Alw= 0 w >0
BlbwY= 0. | | w< 0o
&S@ BC%? ST AlLSd o B(w>a)
¢ toare padamno duwers C(w e Alwco w>da
por tonre po 5 “r\a(uo)-- S ?ﬁzo 3
B(w) = Clw)  w >0

poOdL0n0s en cribiclo directa;mmbe CoMo -
Ww(y) = C(mB e ool

dern ot (G|
o 6y | cdui] = Tt

Ao solucon dinol e

—lt.uljj_

'H&gmm ahoro. Ao Erannlormoicdn invesen pora. obtenes
LL(:r_,Lj)

+ 00

wlx, yd F&EX Ww(y) &= g

T 11  —lwly e_iwac‘
-ﬁ_?rj__w FOw - e | dw

dondoblande el modulo

== [ FIwd e e dw + L L
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Metode krmnniormadao deo Laploce

E’d‘empl.b: vosiUa. semininital

W(x,0) = O

® Lke(x,ﬂ)= 0

punks w(ot)=o0
1lé° | U > (I(ED:_:’O

Uke = | c?|Weie |4+ §(E)

Aplicar Fourier (o Lp_(plaa_ oU.PerLe_ de 40ED.
() no en odos. mte_gf:a.bLL, nbo Sirve Fourier

Sy

si ()] £ Cea podaMmas  aplUcosr Loplace
(b)=0 ¥Yt<o P Bl -
Apliguemos: L\; o Coda termipo, Esta ver wramos £ cemo

loo” vaviolble [ de inte%rmc_io’n_ QAL ow eennes _dmapmw
Yo c*,u.p_ exwta éfk) (no 4(=x))

notocidn: Lo [ule, 8)])(2) = Lz (D

I..t [\ltb] = I_.h [Czuxx] +_I.t [j,]

e

Leluweed = 2 Le[ued = Wwe(x 0D
= z[Z.[Wz - wx,6)] - Wel=x, 0)
= 22 L lu) - Z W o) - U (0D

)

L (Uxx]) = cd—Eza Lo [u)

e L
L e = =]

( CL en wno. EDO
en:| <&

22 Le(2) = | 02 B La(x) + i 011

CT Le(0) = Llulgt)] = 0

k |
- oke, yogque | sSlo dapende du k

ciividic por c? e, (@210 [usbifica
i . = ja : 1 & = ! Embvgu'f‘aﬂjo
dxz Lz (3:) T (E_) l-—% (DC) T _FC.'._Z I.\: [:'3'] st

!_z (0)= O




Solueusn  da kﬁl \r\omocaem_&
| — (E)H
Alz) ecm + B(2e

_ &
ic

Solwddn parkticulor: [ 1]
_poc qmpu;,m ve doroments W' o conatante
i o
,( Y-

en DUU-LUDF)
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(B ___-(B= T
() = ARE | |+ BEde  + = L [{I®

Ccr\d«it-iOf_\w inictalen ;| |
Lz = AR + Bta)"‘zzh[;](z) =0 | | ]

onken chquMJa_x\r\.cS HNA
To4te | AT L i

(ne cumple {6 €. T) |
—=A(2)Y=0O—— Ll .

>y =e > eey=m L e

Sewcion |

| "(c): . |
{L; x> =Lk Eﬂ(a){ e } = Lo (W)@

'ﬁ\fn@ra \N:Llj C_l).u. recupeas . meddante TLTT
Formna divecker

| Lon toblan |
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/// | por tan to
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[Solucsién de EDO. Funcida da Gﬁar\,]

Gé’i\%faii%&ndp poua lew EDO Urneal con

n~1)

Qn %(té(ac)) + O_n-{g{?(lj(x)) 4.1 ¥ an yix) 0=y (x) = é(:r.)
LJ(O) = xj‘to)= lj“(O) =.,.. =0

HLoomamos un operqd_of‘ dilerencial
P(D) '= (on & +... + g + a..,)

Y loo ecuiocién  en

P(DY y(eed = 4(xc)

S\A.Por\go_fm:q,u_m ertamos Inkeresodos en o > 0

el

apUcomos d o ambes ladoes
'all PCD)%C:WC)}: JLO4T |
como \an C.I son nuhan, ne cumple L |
L hPh=-2] Lyl +1o

siemnpre. mde 2z elwaools a lo- potencic icau__oi
al orden de derivo cion

por tanto q,u..n._DLc«_ ;
Pgrz> 20yl = L3

IO N0
Aaz2"+.. +0s




poc tanto

LOyl@) = 75 LY

P(E)
hocecnos TL" duHMdp ’(U_OJ'CL los ceros de rf:*(%)
| . I 1 m-//
Lﬂ(:c) o i [1 [%](2)](1:) i [PQ)I' (4 ](E)] (:r:)

' l -2
= 21T J 9(2) #CS> e ds:] dz__

f‘u.J =P lieras
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T ] G(=) '—' 5}; j PCEB Z
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Sts'_cp:riwo_s de Sturm- Liouvile [(sL)

situacion generol :

ooy + ety + (aul) 4 L)y = O]

con condidchiones en los exktcemos gue involudn Y e}/o’ju‘
b G Yl + ¢y y'lad) = o0 r j‘."
deylb) + diged = o

enb:
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holordn  solucioaen wrmpouf\ou;end._o Y (juu\ cione) 'omloiao>
dJ-UIdLleJ\CLD POI_ Qe :
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Coylo) v Ciyila) = O de | S-L

de y(b) +duy'(b) = 0
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si pos se_cu\ul.a.n‘k
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T X | 1 [
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X(o) = O ||
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= X(x) = B sen (WXx)

AL O notaacn & =—A\
| || K2 e | |

RNmASaN.

T :+ U{'kT —Cc)xh:_t- i :dwm:nu?w. mnelumqpo
T(t)= Ce | -~ tigebuana pinta
XU e X =10 [ [T TTT]
L | IX{o) =0 S O O O
_ou((t) =N = 10 1 1|
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X'(x) = B OOS (d—xD
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Qe s umkmmto? \IOJ_D(‘E/) Pm\olos
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Examen de Matematicas

Enero 2003
Enunciados.'

1 Primer ejercicio

Qe considera la funcién f(z) =z, ¥ g] —m =l

1. Calcular su serie de Fourier (realizar los céleulos; la respuesta es

sin2z  sin3z
2{sin$— - —} : 1)
2 3 ) (
9. Mencionar los resultados tedricos que permitan asegurar la convergen-
cia de la serie en (1) y el valor del limite puntpal. Hacer un grafico
aproximado con el comportamiento de las surhas parciales de la serie

(1).

3. Hay un resultado que permite integrar término a término una serie de
Fourier aunque no sea uniformemente convergente (jen realidad, aunque
no sea puntualmente convergente!). Enunciar el resultado mencionado
y aplicarlo a la serie (1) dada, integrando en [a,z], siendo —m < @ <
rTET.

4. Témese ahora a = 0. Se obtendra, a partir de lo demostrado en el
apartado anterior,

(2)

x? ) cos2r  coS3x
—=0— |eosT — > .JFTF'

4
1Cnando se pide un enunciado, debe formularse con precision, aunque 1o s TECesArio
demostrarlo. Cuando se proporciona un resultado, debe comprobarse. Sino se sabe hacer,
puede pasarse a la siguiente pregunta aceptandolo.

1
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donde C es una constante a determinar. Para hacerlo, integrar ambos
términos de (2) entre —m ¥ 7. No esté claro inicialmente que pueda
integrarse a ambos lados, asi que justificar con precisién que ello es
posible en este caso.

5 Se obtendra, después de estos caleulos, que

’ 1 L __ﬁ""
—'_23"1'55 —-_1

Puntuacién: 1) 2,2) 2, 3) 2, 4) 2, 5) 2.
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2 Segundo ejercicio

Resolver las EDP usando la Transformada de Fourier.

1. Encontrar la temperatura u(x,t) de una barra homogénea de seccién

transversal constante con aislamiento lateral que se extiende de

—00 a +o0o, para el tiempo t > 0, suponiendo que la temperatura

inicial dada es
w(z,0) = f(z), (—0<z<x)

y para toda t > 0 la solucién y su derivada con respecto a x satisfacen

u(z,t) — 0, ugz(z,t) — 0 cuando |z| — o0

(recordar que la ecuacién del calor es 1, = gy}

2. Resolver el problema de calor anterior por el método de convolucién.

Para ello recordar que

2 ; |
Fle ™ ) w) = V%e G

3)

3. Encontrar la solucién del apartado 1 usando la transformada seno, su-
poniendo que la barra se extiende de 0 a oo, que la temperatura inicial

es

u(z,0) = f(z) (0 <z <o0),

y que en el extremo izquierdo se tiene la condicién en la frontera

u(0,8) =0 (t=0).
4. Resolver la siguiente ecuacion en derivadas parciales

Pu @

o2 lae

sujeta a las signientes condiciones

(—o <z <00, t>0)

u(z,0) =0, %(ITO) = G4ze

(Sugerencia: Recuerde el siguiente resultado F{t" f(t)} = i" FO) ()
Puntuacién: 1) 2.5, 2) 2.5, 3) 2.5, 4) 2.5.
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Soluciones.

1 Primer Ejercicio.

1. El edleulo de los coeficientes de Fourier es posible al ser f una funcién
integrable en el intervalo [—7, 7] (dando a f valores arbitrarios en los
extremos).

2. La extensién 27 —periédica de la funcién f dada es snave a trozos. Esta
es la razén por la que su serie de Fourier converge puntualmente. Lo
hace, en cualquier punto = que no sea un miiltiplo de 7, al valor de la
funcién f en z, puesto que f es continua en ese punto. En los miiltiplos
de 7 converge, como es sabido, a

fla+) + fz—)
2

= 0.

3. Cualquier funcién 27r—periédica y continua a trozos en IR tiene una
serie de Fourier que puede ser integrada término a término en cualquier
intervalo acotado, aunque es bien sabido que las condiciones dadas no
son, en general, suficientes para asegurar la convergencia puntual de la
serie de Fourier. Integrando la funcién dada en [a, z] se obtiene

2
—9 [ L (COS T — {:0222;: % :0;23:5 = ) S8 (COS a — (:o;zzﬂ i co;sﬁ&a yme )]

4. Haciendo a = 0 resulta

:]'2
:2[—(1.':051:—-59;—225—!—5";2—“ - ) + (1 o )}
luego ;
%— =) = (cos:r = CO;ZT + CU;SE — ) (4)
donde : :
(o= — §E+ =
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La serie que aparece en la expresion (4) es uniformemente convergente,
pues los cosenos estdn acotados en médulo por 1, luego en valor abso-
luto la serie estda dominada, independientemente de x. por ¥ ni;, que
es convergente. Basta pues aplicar el criterio M de Weierstrass para
obtener la convergencia uniforme. Por tanto, la serie se puede integrar
término a término en el intervalo [—x,7].

5. Realizando la integracién resulta

%’—S]f.r = 2nC.
Por tanto, C' = 7%/12.
Wi&, lCL W(:‘\;
2
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= s

I
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si se supone que es posible invertir el orden de las integrales, se obtiene

T‘ t 2 / f ettt r{w.c 'L-;Ll}d,w

Por lo tanto, descomponiendo la integral interior en dos partes (una
extendida al intervalo | — 00,0] y la otra a [0, +oc[) y cambiando la
variable en la segunda, se obtiene

u(z, t) = % /'oo flv) []O:O e_cg’”atcos(w;zr — 'LL".'J)U!‘L{J} dv.

T J—ea

dv.

2. En el desarrollo anterior se ha encontrado que

—c 2y iuzdw,

ulz,t) =

Consideramos de nuevo que t es constante. Sabemos que f’;hg = f .d,
lnego f* g =F '(f.§), donde F' denota la transformada inversa de
Fourier. Por tanto, si denotamos

gw) = e,
resulta que
u-(.-r. f) =
1%, flw)i(w)e = dw =
“(f.9)(z. 1),
por lo que
u(@,t) = (fxg)(w) = [ fw)gw)e™ du, (5)

Puesto que, por la definicion de convolucién

(Fx9)= [ fw)ale —p)dp.

usando (3) para determinar la transformada inversa de § y reempla-
zando x por x — p y sustituyendo en (5) obtenemos

[ p iL r== dp

u(z,t) = (f * g)(= 2\/—




3. Aplicando la transformada de Fourier seno, ya que x varia de 0 a oo,
s¢ obtiene

i

Jilg
L; A Foltgs) = A(—w?)F, (u) = —w?i (w, t).

d

La solucién de esta ecuacion diferencial de primer orden es

Felug) =

s (w, 1) = C‘(w)e_cg‘”%.
Por la condicién inicial, se tiene
te(w,t) = f&e_cngt.

Tomando la fransformada seno inversa y sustituyendo

- 2 foo
folw) = \/i [ f(p)sinwp dp,
7 Jo

se obtiene la formula buscada
2 poe: poo : By
s, 8)= —_/ / f(p)sinwp.e sinwz dp dw.
mJo Jo

4. Aplicamos la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién,
considerando que t es constante. Se obtiene
j:('ft:gt) = 4F(“rx)
Calculando las transformadas de Fourier a ambos lados,

Flug)(w, t) = dig(w, t) = 4F (up,)(w, t) = —dwi(w, t).

Por tanto,
Tt + dw = 0,

una ecuacién diferencial ordinaria en la variable #. donde se ha fijado
w. La solueion general, con w constante, es

(w,t) = A(w)eos(2wt) + B(w)sen(2wt).
Las condiciones iniciales afirman que u(z,0) = 0. Entonces

i(w,0) = A(w)cos(0) + B(w)sen(0) = A(w) =0,

8




Segundo Ejercicio.
. Se debe resolver la ecusacion de calor
Uy = Czum:r

sujeta a las condiciones dadas. Tomando la transformada de Fourier

con respecto a x a ambos lados de la ecuacién se obtiene una ecuacién

diferencial ordinaria en t. Precisamente, se fija t y se considera @ =

F(u), la transformada de Fourier de u respecto de la variable ¢, es decir,
1

-&_(-w_‘ t) e 2 /x ?.L(.‘B, t)e_"md:r.

Entonces,
F(u)(w) = EF (thea) (w) = (—w?) F(u)(w) = —Fwa(w).

Se obfiene, siempre suponiendo ? fija,

1 e . 1 9 [ e O
F(“’t)(w) = Ef_ ut("{:u t)e_:wzdﬂ'} = -\/Ta_f /_x '-"1-(-1:: t)e_uL dr = a_(w‘;t)

Por tanto,
ot
el
Considerando ahora esta 1iltima ecuacion como una edo en la variable
t (mientras que se fija la variable w), la solucién general es

w,t) = —cwii(w, t).

w(w,t) = C(w)e_‘z”’zt,

donde C es una constante (que, obviamente, depende de w). En vista

de la tondicién inicial resulta que C'(w) = f(w), con lo que
(w,t) = _f(w)e_cz""zi.

Por la férmula de la inversion

1 e,
u(z,t) = E]:w flw)e

P -
(ool Ti] tetw:zdw'

Dado que

fw) = —= [~ 1wea,

6
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luego
i(w, t) = B(w)sin(2wt).

Para resolver B(w), recordamos la otra condicién:
; i = o —4z?
ug(z,0) = 64xe " .

Aplicando la transformada a esta condicion,

luego

4 y d 2 218
F(6dze ™) = 'J‘I.F{ﬁzi_e—-iﬂ'z‘) = 6:1-3'31; [?e_“’ ”6] = diy/mwe /10,

Por lo tanto, _
fg(w, 0) = diy/mwe™" 16,

Asi obtenemos que
B(w) = —2iy/me ™ *°.

Por 1iltimo _
i(w, t) = —2iyv/me ¥ MCsen(2wt).

Ahora se aplica la férmula de inversién y se obtiene la solucion
u(z,;t) = F {—2-3.'ﬁe_"”zﬂﬁsen(zm)}
24wt —2dwt
216 —= £
= F {—2-1\/?6_‘” /8 [————“” H

2i
— Fl {ﬁe—w?/iﬁe_—iw(zﬂ | \/Ee—nglﬁeiw(iﬁ.)}
_ oL —-w2/16} =1 { —wﬂ/w}
= € €
}' { \/E x—ar—21 }— ﬁ r—x+ 2t

2P—4[r-—2t}2 _ 2(3—4($+2t‘)2

Esta funcién satisface la ecuacién diferencial en derivadas parciales y
las condiciones impuestas en el problema.




Matematicas.
Abril 2004

1. Enunciados

1.1. Primer ejercicio

1.1.1. Problema

Las series de Fourier tienen importantes aplicaciones en relacién con las
ecuaciones diferenciales ordinarias. Este ejercicio ilustra una de estas aplica-
ciones: las oscilaciones forzadas de un cuerpo de masa m suspendido de un
resorte estan determinadas por la ecuacién

my” + ey + ky = r(t), (1)

donde k es la constante de elasticidad del resorte, ¢ la de amortiguamiento y
r(t) es una fuerza externa, siendo y(t) la posicion del cuerpo en el instante ¢
medida desde la posicidén de equilibrio. El procedimiento de resolucion con-
siste en desarrollar r(t) en serie de Fourier (se supone que es una funcion 27
periddica) de forma que se obtenga

(1

r(t) == — + Z[G'“ cos(nt) + by sin(nt)].
n=1

2

Se resuelve entonces
my” + ¢y + ky = a, cos(nt) + b, sin(nt)

mediante el procedimiento de ensayar soluciones de forma seno y coseno,
obteniéndose una solucién y,, n = 0,1,2,... Entonces se considera como
posible soluciéon

yt) =2+ wl®) @)
n=1
Aplicar este procedimiento cuando m = 1, ¢ = 0,02 y k = 25, siendo

) = t4-5, s —=7<E<l
| =35 d0xgT,

siendo r(t) ademas una funcién 2r—periédica.
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1.1.2. Cuestiones

1. Se habra obtenido en la solucién del problema el desarrollo en serie de
Fourier de la funcién r(t). Estudiar la convergencia de este desarrollo.

N

. Como puede garantizarse que la serie (2) converge y, por tanto, define
realmente una funcién y(t)? Sugerencia: estudiar la magnitud de los
coelicientes que aparecen en cada una de las soluciones y,.

3. (Como puede garantizarse que la serie (2) realmente satisface la ecnacion
diferencial (1)7 Sugerencia: a partir de la cuestion 1 se conoce el tipo de
convergencia de la serie (2) v de las series formales obtenidas derivando
una y dos veces término a término. Aplicar ahora resultados conocidos
(enunciarlos precisamente) de la teorfa de series de funciones de variable
real.

4. Calcular la amplitud de la solucién ¥, (son funciones oscilatorias) para
los valores n = 1,3,5,7,9. Observar que es muy pequena excepto para
n = 5, con lo que aproximadamente la solucion es oscilatoria con fre-
cuencia cinco veces mas que la de la excitacion 7(t). Dar los detalles de
este argumento.

Puntuacién: problema=6, cuestiones=1+41+41+1.

4 (25-n1) y o'ozn n= 1,35,
An = 2 Bn= 2 / 2
i [(25-a1)" + (orozmﬂ nt [(25-n2) + (olo2n)?])

womamos o= 25°N0 pors\mpuucL(ld,

: b = o'ozn
uot _ _ub
fin = e (ot o) ©a tnt [at+ b? ]
_ Lo wos Mt b sen nk
y Yn T worlozel) T [o2 + b2 )
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1.2. Segundo ejercicio

1.2.1. Problema

Calcular, si es posible, la integral impropia

o0 die
./:m (z+1)(22+2) (3)

Sugerencia: integrar una cierta funcién de variable compleja alrededor de un
circuito como el de la figura 1.

ey

Figura 1: El circuito de integracién

1.2.2. Cuestiones
1. Enunciar con todo detalle el Teorema del Residuo.

2. Dar un argumento de integracion real impropia para discutir la conver-
gencia o divergencia de la integral (3). En funcion de ello interpretar
adecuadamente lo obtenido mediante técnicas de integracién compleja
en el problema.

3. Enunciar el teorema sobre desarrollos de Laurent. Calcular el desarrolio
de Laurent de la funcién f(z) en el punto —1 desde el primer término
hasta el que contiene (z + 1).

4. Dar un argumento para asegurar que la integral a lo largo de la semicir-
cunferencia “grande”de la figura tiende a cero cuando su radio tiende
a +o0.

Puntuacion: problema=>5, cuestiones=1+42+41+1.
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2. Soluciones

2.1. Primer ejercicio
2.1.1. Problema

La funcién r(t) es obviamente par, y la extensién 2r—periédica es continua
(ver la figura 2). La serie de Fourier asociada tiene sélo téminos en coseno,

AN o AN w0

7T~

Figura 2: La funcién r(t)

y sus coeficientes se calculan facilmente mediante integracién por partes.
Precisamente se obtiene
1 ¥ P
o | T sin es impar,
iy 0, si n es par.
Por tanto, la serie de Fourier de r(f) es

o0

4 1
r(t) & ;chm(zn—m. (4)

n=1

Se sabe que, al ser r continua y suave a trozos, la serie de Fourler converge
a la funcién incluso uniformemente. Siguiendo las sugerencias del enunciado,
se trata ahora de resolver la ecuacion diferencial ordinaria lineal, de segundo
orden, con coeficientes constantes y no homogénea,

4
v’ + 0,02y + 25y = g cos nk, = 1;3;5; ... (3)

Dada la forma del término independiente, se debe ensayar como solucién
particular una como

Un(t) := A, cosnt + B, sinnt, (6)

4
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donde A, v B, son constantes a determinar. Llevando la expresion de y, a la
ecuacién (5) se obtiene inmediatamente, denotando a := (25—n?), b := 0,02n,
4q, 4b

Aﬂ_:i, -nz—__ |:1‘1 s
mn2(a® -+ b%) g m2(a? 1 b2) 13,9, (7)

Siguiendo con las sugerencias del enunciado se considera una posible solucion

y(t) = Z You—1(t) = Z [Aos_1 cos(2n — 1)t + By sin(2n — 1)t].  (8)

=1 n=1

En las cuestiones que se tratan mds adelante se discute la convergencia de
esta serie y la validez de la solucién dada como su suma.

2.1.2. Cuestiones

1. Como se ha dicho antes, la extensién 2r—periddica de la funcion r(t) es
continua, y la funcién resultante es suave a trozos. Por tanto, la serie
de Fourier asociada a r(t) y dada por la expresién (4) es convergente a
la funcién r(t), incliso uniformemente.

2. Observar ahora la solucién dada como suma de una serie en (8). La ex-
presién de los coeficientes, dada en (7), permite acotarlos. Precisamente
se obtiene K %

{ "
|4 < = |B,| £ —, n € N, n impar. (9)
b n?
Como [sin| €1y |eos| < 1, usando las acotaciones (9) y dado que la
serie numeérica Y = es convergente, se puede aplicar el criterio M de
Weierstrass para conclnir que la serie (8) es uniformemente convergente.

3. La serie obtenida derivando formalmente (término a término) la serie
(8) es

Z [—(2n — 1)A, sin(2n — 1)t + (2n — 1) B, cos(2n — 1)t]
n=1
v, de nuevo derivando formalmente se obtiene

3 [~(2n—1)24, cos(2n — 1)t — (2n — 1)* B, sin(2n — 1)¢] .

n=1
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Observar que ambas son uniformemente convergentes, aplicando de
nuevo el criterio M de Weierstrass, teniendo en cuenta que la serie
numérica y ;1-2— es convergente. Por tanto, se sabe, por la teoria de
series de funciones, que y(t) es dos veces derivable, siendo

y'(t) = Z [—(2n — 1) A, sin(2n — 1)t + (2n — 1) B, cos(2n — 1)t] ,

11=1

y también
y'(t) = Z [—‘(Q-n —1)%2A, cos(2n — 1)t — (2n — 1)B,, sin(2n — ])ﬂ .
n=1

Asi, la funcién y(¢) dada en (8) representa de verdad la solucién, pues
verifica la ecuacion diferencial (1).

4. Las funciones y,(f) estdn dadas en (6). Son combinaciones lineales de
senos y cosenos. Es inmediato que el maximo del valor absoluto de esta
funcién (es decir, su amplitud) tiene como valor AM P, := /A2 + B2,
Se toman varios valores para n: se obtiene

n 1 3 5 T 9
AMP, | 531% 1072 | 8841077 | 0,51 | 1.08 107" | 2,81 % 102

Los valores siguientes son cada vez més pequenos. Resulta que la am-
plitud de la solucion es practicamente la de ys, es decir, 0,51. La fre-
cuencia de oscilacion del movimiento resultante es, por la misma razon,
préacticamente la de ys, es decir, cinco veces mayor que la de r(t).

2.2. Segundo ejercicio
2.2.1. Problema

La funcion

1
f(z) = PR ES)
tiene tres polos, precisamente en z; = —1, z3 = V/2i, z3 := —/2i. Denotamos

como 7 €l circuito de la figura 1, recorrido en sentido positivo y de forma que
rodee al punto z3, como ¥ la semicircunferencia superior de radio R v como

6
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v la pequefia semicircunferencia de radio r centrada en z;, recorridos en el
sentido dado por 7. Se sabe, por el Teorema del Residuo, que

f(z)dz = 2mi res(f, 22).

i

Ahora bien,

L:f(z) = [ﬂ f(z)dz + -[w f(z)dz + /_:“"f@-)d;r 4+ f—irf(x)dm'

Si se consigue probar que cuando R — +00, entonces _L',I f(z)dz — I, = 0,

y que cuando r — 0 se tiene _L{z f(z)dz — I, resultara f:r;c flx)der —

2mi res(f, z2) — I». El cdleulo del residuo en z; = —1 y 22 = V/2i es sencillo,
pues ambos polos son de orden 1. Se obtiene, inmediatamente,
. —/2—i

res(f,z1) = 1/3, res(f,z)=—%+2—
Para calcular f,h f(2)dz se hace nso de un resultado conocido sobre la in-
tegracién a los largo de pequenos arcos centrados en polos de orden 1. Se
obtiene f'n f(z)dz = —7 i ves(f,z1) = —w 1/3 (el signo menos es debido a
que v, esta recorrida en el sentido ma#ﬁ_ﬁax.las agujas del reloj). La razén
por la que [ f(2)dz — 0 cuando R — oo es que |f(2)z?] estd acotada en
¢l semiplano superior cuando |z| — +oc. Se obtiene, finalmente,

+oC

_ feple=0 (10)

2.2.2. Cuestiones
1.,

9. Observar que, para |z| suficientemente grande, |z* +z%+27+2| 2 2|,
luego | f(z)] < (2|=*) . Esta Gltima funcién da una integral impropia
convergente en [K, oo[ y en | — 00, —K], para K > 2, por ejemplo, como
es inmediato observar calculando una Primitiva, luego por €l criterio de
comparacién existen las integrales [ flz)dzy j:x f(z)dz. Cuando

K .
se trata de caleular [, f(z)dz nos encontramos con una sorpresa: esta




integral no es convergente, y ello se debe a la singularidad existente en
—1. Esto puede observarse si se compara la funcién cerca de —1 con
la funcién 1/(z + 1), que da una integral divergente en | —1,0[ y en
[—2, —1[. Entonces, jcudl es el sentido del céleulo realizado antes, céleu-
lo que da como valor el expresado en (10)? La respuesta estd contenida
en el método que se ha usado para evaluar la integral en el problema:
lo que realmente tenemos es

e —1—7 R
lfm /_ fla)dz+  lim / f(r)dr;:zv%:

R—+ocr—0+ A ! —+oo,r—04+ ST

valor que tiene sentido al observar el tipo de gréifica de f:

Figura 3: La funcién f(z)

3. Se sabe que el orden del polo de f en 2= —1 es 1, luego
i3
z - ,—_—— ——
(@) (z+1)(224-2)
caq(z+ ) tata(z+1)+a(z+1) 4+ (1)

Para encontrar los coeficientes se puede multiplicar a ambos lados de
(11) por (z + 1), de forma que se obtiene

1
22 -+
con la ventaja de que ahora g es una funcién derivable en un entorno
de » = —1. Asi. sus coeficientes se obtienen por derivacion, es decir,
an_i = g™ (=1)/(n}), n=0,1,2,,.... Resulta inmediatamente

1 1 —43%-37
G_IZE,(LQ-:?',&]—-————Z——_A...

g(z) == =a_y +aglz+1)+ai(z+ 1) + ag(z+ )8 ey

L]




4. Observar que

i | 1
GrOE T 2‘)‘ SE-D®E-D

para R > 2. Por tanto,

/.?.z f(z)dz

Asf, cuando R — +o0 la integral tiende a cero.




Examen de Matematicas
Enero 2004

1 Enunciados

1.1 Primer ejercicio

El ejercicio considera distintas funciones de variable compleja y formula di-
versas cuestiones (acerca de su posible caracter derivable, por ejemplo). El
alumno debera dar una explicacién suficiente de las respuestas proporciona-
das, no limitandose simplemente a decir “s1” o “no”.

1. Sea f(z2):=%, 2z € C.
(a) Calenlar fC'{D;r') f(z) dz, donde C(0, r) es la circunferencia de cen-
tro 0 y radio r recorrida en sentido positivo.

(b) A la vista del resultado anterior y del Teorema de la Integral de
Cauchy, ;qué se puede decir sobre la derivabilidad de f en C?7
Formular correctamente el Teorema de la Integral de Cauchy.

(¢) Se habré observado que f no es derivable en C. Esto hubiera sido
posible saberlo sin calcular la integral. ;Cuél es un argumento
alternativo?

(d) ;Se hubiera podido obtener el resultado observando las curvas u =
cte. v = cte (siendo u la parte real de f y v su parte imaginaria)?

(e) .Es f desarrollable en serie de potencias en alguna bola abierta
de radio positivo?

2. Sea g(z) := |z| +i|z], z € C.




(a)

(b)

Suponer por un momento que g fuera derivable en B(0;1), la
bola abierta de centro cero y radio 1. Considerar la funcién
G(z) := 1 — g(z) en ese mismo conjunto. Mediante el célculo
de su médulo y usando el Teorema del Médulo Mdximo, llegar
a una contradiccion, lo que prueba que ¢ no es derivable en la
bola considerada. Dar los detalles de este argumento y enunciar
precisamente el Teorema del Modulo Maximo.

LEs g derivable en algiin punto de C?
Definir lo que se entiende como una funcién arménica. Probar

que las partes real e imaginaria de cualquier funcién derivable de
variable compleja son funciones arménicas.

Como aplicacién, considerar h(z) := |2|*> +i|z|?, 2 € C. ;Es h
derivable en algin punto de C?

4. Sea la funcién u(z,y) :=z + v, (z,y) € R,

(a)
(b)

Comprobar que es una funcién arménica en todo el plano.

Se sabe que entonces es la parte real de una funcién derivable F(z).
Obtener la funcién F (') ;Qué tipo de transformacién geométrica
realiza la funcién F7

Puntuacién:
3 (=0.5+140.5+0.540.5), 2.5 (=1.5+1), 2.5 (=1.5+1), 2 (=0.5+1.5).

1.2 Segundo ejercicio

Resolver el siguiente problema.

Uy = CUge + Asinh(z), O0<az<l, t>0,
u(z,0) = 0,

il 0)=0;

u(0,2) = h,

ull;t) =Kk

YLa funcidn F se puede caleular de diversos modos. Uno de ellos consiste en obtener
la familia de las curvas u = cte v una familia ortogonal. Hacerlo de este modo y también
mediante el cdleulo de la conjugada armdnica resolviendo unas sencillas ecuaciones en
derivadas parciales.




donde h y % son constantes.
Caleular u(z,t) (%)

2 Soluciones

2.1 Primer ejercicio

1. (a) Una parametrizacién de la curva es ¢(z) := re®, t € [0,2n]. En-
tonces [o 4 f(2)de = fﬂgﬁ re *iretdt = 2mir?.

(b) Como la integral no es cero, la funcién f no es derivable compleja,
en virtud del Teorema de Cauchy.

(c) Un argumento alternativo consiste en comprobar si se satisfacen
0 no las dos condiciones siguientes: si f = u+2v, entonces las dos
funciones reales de dos variables u y v deben ser diferenciables
y deben verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Observar

que u(x,y) = z., mientras que v(z,y) = —y. Son funciones di-
ferenciables en cnalquier punto. Sin embargo, %;—‘ = 1, mientras
que g—;’ = —1, por lo que las ecnaciones de Canchy-Riemann no se

verifican en ningin punfo, y asi f no es derivable, como funcién
compleja, en ningtin punto.

(d) Las curvas u = cte son rectas verticales, mientras que las curvas
1 = cte son rectas horizontales, Forman dos familias mutuamente
ortogonales, luego de esta forma no se podria haber concluido que
la funcién f no es derivable. Sélo en el caso de que las dos familias
no hubieran resultado mutnamente ortogonales se hubiera podido
decir con este procedimiento que la funcién f no era derivable, ya
que las familias de curvas u = cte y v = cte, en el caso de una
funecién derivable compleja, son mutuamente ortogonales.

(e) Si f fuera desarrollable en serie de potencias en alguna bola abierta
de radio positivo, en esa bola seria derivable. Sim embargo, f no
es derivable en ningiin punto.

2. (a) Si la funcién g fuera derivable en esa bola, también lo seria la
funcién G(z) = (1 — |z]) — ¢|z|. El cuadrado de su médulo es,

?La solucién puede dejarse indicada. Sugerencia: Escribir la solucién de la forma
u(z,t) = v(z, t) +w(x)




i

obviamente, (1 — |z|)? + |22 = 1 + 2|2|* — 2|z|. Es inmediato que
esta funcién real de dos variables reales, definida y continua en
la bola cerrada B(0;1), alcanza el minimo (con valor 1/2) en esa
bela en los puntos z de médulo 1/2. Observar que, por este mismo
cdleulo, G no se anula en esa bola, luego se puede considerar la
funcién 1/G, que también serfa derivable si G lo fuera. Pero se
ha visto que [1/G| alcanza el maximo en la bola en los puntos
de médulo 1/2, luego 1/G no satisface el Principio del Médulo
Maximo, llegandose a una contradiccion.

(b) En este caso, si ¢ = u + iv, se tiene u(z,y) = v(z,y) = |z| =
++/22 + y2. Veremos que g no es derivable como funcién compleja
en ningin punto. Para ello, observar que u = v posee derivadas
parciales en cualquier punto (x,y) # (0,0). Si se verificaran las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en un punto (z,y) # (0,0), se
tendria +(2? + y*) Y2z = +(2® + y?) 2y, y, por otra parte,
+(x? + y?) 22 = —(2? +y?)~V/%y, lo que es imposible. En (0, 0)
las funciones u y v no son diferenciables como funciones de dos
variables reales, pues no tienen derivadas parciales. Se concluye
que g no es derivable como funcién compleja en ningiin punto.

(a)
(b) Si h = w + v entonces u(z,y) = 22 + y%, que no es armonica,
Ot Pu : 7. N
pues 75— + 5= = 4 en cualquier punto. Asi, en cualquier bola

abierta es imposible que h sea derivable. pues entonces u y v
serian armonicas en esa bola. Utilizando las ecnaciones de Cauchy-
Riemann también se puede observar mmediatamente que h es de-
rivable sélo en (.

. Se trata de encontrar una funcién F(z) de variable compleja tal que si
F' = u + iv, donde u es sn parte real y » su parte imaginaria, entonces
u(r,y) = x +y. Ello es posible, pues u es cbviamente una funcién
arménica (en todo el plano). Si v denota la conjugada arménica, se

debe wverificar ‘?ﬁ = 3—: =1y ng: = —% = 1, por lo que v(z,y) =
y + k(z), para cierta funcién k(z). Entonces, derivando v respecto de
r, se tiene k'(z) = —1, por lo que una posible funcién k es k(z) := —z,
y entonces v(x,y) = —z + y. Asi, una posible funcién F es F(z) =

(x +y) +i(—= +y), es decir, F(z) = (1 —i)z, y F es, simplemente,
el producto por el miimero complejo (1 — 7), que representa un giro de




dngulo —7 /4 y una homotecia de razén v/2. Una forma alternativa de
encontrar F consiste en observar que la familia u = cte estd formada
por todas las rectas z+y = ¢, donde ¢ es una constante real. La familia
ortogonal esta dada por todas las rectas —z + y = ¢, ¢ una constante
real, como se puede observar haciendo una representacion grafica.

2.2 Segundo ejercicio

Se trata de una ecuacion en derivadas parciales lineal de segundo orden y no
homogénea. Como sugiere el propio enunciado, sea

w(z,t) = v(z,t) + w(z) (1)

la solucion del problema.
Entonces 1y = v, Uy = Uy, Ue = Uy + W, Upy = Vpp + w”. Sustituyendo
en la ecuacidn resulta

vy = & [ve + W' ()] + Asinh(z).

Para convertir la EDP en una homogénea, suponemos que w(z) es la solucion
de la EDO
cw(zr)” + Asinh(z) = 0. (2)

Entonces, resulta que v satisface la EDP homogénea
2
UV = € Vpp- (3)
Las condiciones iniciales y de frontera foman la siguiente forma:

u(z,0) = v(z,0) +w(r) =0,
w(z,0) = v(2,0) =0,
u(0,t) = (0, ) + w(0) = b,
u(l,t) = v(l,t) + w(l) = k.

Suponemos pues que w(x) es solucién de (2) con las condiciones iniciales

w(0) = h,
w(l) = k.

ot




La solucién de (2) proporciona

r3 sinh(z) + Bz + C,

i) =

donde B y C constantes arbitrarias. Notar que

w(0) =C = h,
A s .
w(l) = s sinh(l) + Bl + h =k,
de donde
B_l i h(l) +k —
=7\ zsin v .
Por tanto
A - T
w(z) = Fsinh{m) + (% sinh(l) + k — ?L) % + h (4)

Con las condiciones adoptadas para w resulta que v(z, t) satisface el signiente
problemas:

Py = Cg'i‘}mz,

v(z, 0) = —w(zx),

e (.??, 0) =0,
v(0,8) =0,
v(l,t) = 0.

Se utiliza ahora el Método de Separacién de Variables. Sea v(w, t) = X (z)T'(t).
Obtenemos, para una cierta constante de separacion A,

X' — AX=0, ' (5)
T~ AT = 0. (6)

Haciendo uso de las condiciones dadas, se tiene, para t > 0,

v(0,¢) = X(0)T(t) = 0,
o(l,t) = X()T(t) = 0,




luego, si se quiere evitar la solucién nula, necesariamente X (0) = X (1) = 0.
Se trata de resolver la siguiente ecnacion para distintos valores de \:

X" —AX =0,
X(0) =0,
X(l)=0.

Caso A = 0. La solucién general es X(x) = A + Bx. Aplicando las
condiciones de frontera obtenemos A = B = 0, luego X (z) = 0 para todo x,
lo que no es aceptable.

Caso A > 0. La solucién general en este caso es de la forma

X(_]'_.’) — ‘ile_\,.‘ix 1 Be\fx:r:

donde A y B son constantes arbitrarias. Sustituyendo las condiciones de
frontera tenemos A+ B = 0, Ae VM BeVM = (). Vemos que el determinante
del sistema es diferente de cero, por lo cunal A y B deben ser ambos cero y
se obtiene de nuevo la solucién idénticamente nula.

Caso A < (. En este caso la solucién general es de la forma

X (z) = Acosy/— Az + BsinvV—)\z.
De la condicién X (0) = 0 resulta A4 = 0. La condicién X(I) = 0 da
BsinvV-M =0
Para no obtener la solucién trivial, se debe verificar sin v—A = 0. Por tanto
V-M=mnm, n=123.:.,

luego
~A=(nx /)%, n=1,2,...

La solucién del problema es, pues,
Xn(z) = B, sin(nma)/I

Resolviendo la ecuacién (6), obtenemos

nmwc nmwe
Tn(f) = (), cos '!}—lf + Dy, sin TT

|




donde C, y D, son constantes. Obsérvese que vy(z,t) = X(2).T'(t) y asi
v(z,0) = X(z).T'(0) = 0 para todo =z, por lo que 7"(0) = 0. Se obtiene,
entonces, que D, = 0, y entonces

nmwe

Tn() C cos Tf

Combinando ambos resultados en la funcién v se obtiene la sucesién de so-
Inciones

Un(2, 1) = Xulz)Thit) = a,cos (?z‘) .sin (?T) .

Como la ecnacién (3) es lineal y homogénea, por el principio de superpo-
sicién se ensaya una solucion

vliestl= Z , COS (:’m’r‘ ) sin (I?'I) :

=1

aplicando la condicién inicial

nmw

v(z.0) = — iy = ) Ll

v(z,0) w(x) E @, sin ; T
Asi ;

2 n
G = [ w(z) sin (ET) dz, n=1,2,...
Por tanto
= [2 [ m
v(z, ) =— ; [? /ﬂ w(€) sin Tcdg} cos (%—rf) sin (?:&) (7)

Lia solucion buscada es, por tanto,
u(z,t) = vz, t) + w(z),

donde las funciones v y w estdn descritas arriba en las férmulas (7) y (4),
respectivamente.




Examen de Matematicas
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1 Enunciados

1.1 Primer ejercicio

El ejercicio considera distintas funciones de variable compleja y formula di-
versas cuestiones (acerca de su posible cardcter derivable, por ejemplo). El
alimno debera dar una explicacion suficiente de las respuestas proporciona-

Ko

das, no limitandose simplemente a decir “si” o “no”.
1. Sea f(z) =% zeC.
(a) Calcular fCLU'r! f(2) dz, donde C(0,r) es la circunferencia de cen-
tro 0 y radio r recorrida en sentido positivo.

(b) A la vista del resultado anterior y del Teorema de la Integral de
Cauchy, ;qué se puede decir sobre la derivabilidad de f en C7
Formular correctamente el Teorema de la Integral de Cauchy.

(¢) Se habra observado que f no es derivable en C. Esto hubiera sido
posible saberlo sin calcular la integral, ;Cudl es un argumento
alternativo?

(d) iSe hubiera podido obtener el resultado observando las curvas u =
cte. v = cte (siendo u la parte real de f y v su parte imaginaria)?

(e) .Es f desarrollable en serie de potencias en alguna bola abierta
de radio positivo?

2. Sea g(z) := |2| +i|z|, z € C.
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Matematicas
Abril 2002

Primer ejercicio

Problema

Se considera la funcién de variable compleja

1.2

3.

flz)=e*" 240, f(0)=0.

. Determinar los puntos donde f es derivable.

El caso z = 0 requiere un estudio particular: Se observard que satis-
face las ecuaciones de Cauchy-Riemann, aunque, sin embargo, f no es
derivable en 0. ;Cémo es esto posible?

. Qué tipo de singularidad es 07

Cuestiones

. Se supone que dos curvas diferenciables en el plano complejo se cortan

en un punto z = z formando un angulo e = 7/2. Sea f una funcion
derivable en un conjunto abierto que contiene a zy, y tal que f'(z) #
0. Demostrar que las curvas imagenes se cortan formando el mismo

angulo.

..Es ello cierto para otro angulo a cualquiera?
Considerar la funcién de variable compleja

az +b
f&)= 2= ez td#0.

oy

Expresar esta transformacién como composicién de transformaciones
elementales y describir el significado geométrico de cada una de ellas.
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4. Determinar la imagen del semiplano Rz > 2 mediante la transformacion

2

2.1

Segundo ejercicio |

Problema

Se considera la serie de Fourier

1
sing |+ —sin2r+ —sindz + ...
2 T8

. Probar que converge a (7w — x)/2 para los puntos de |0, 2x[ y a 0 para

los puntos z = 0 y = 2, justificando las afirmaciones que se realicen.
A qué funcién converge en toda la recta real?
Considerar la serie obtenida derivando término a término y establecer

su convergencia. ;Qué pasa en particular en x = 07

Cuestiones

1. En relacién con el problema precedente, jqué deberfa exigirse a una

serie de Fourier para que la serie derivada converja puntualmente?

. Qué es lo que falla en la serie dada en el problema?




Examen de Matematicas

Abril, 2003

1 Enunciados

1.1 Primer Ejercicio
1.1.1 Problema

Resolver el siguiente ejercicio: encontrar una funcién armodnica v definida
en el disco abierto de centro cero y radio 1 (disco que llamaremos de ahora
en adelante disco unidad y denotaremos por D), de forma que la extensién
continua de v a la frontera de D sea () en los puntos z de la frontera con parte
imaginaria 3z > 0 y sea al mismo tiempo 1 en los puntos z de la frontera
con ¥z < (.
Sugerencia
1. Realizar una transformacion conforme que lleve D (en el plano z) al
semiplano superior (en el plano w) (denotado de ahora en adelante por
IT), v la frontera de D al eje real.

2. Hecho esto, resolver el problema encontrando una funcién arménica de
la variable w definida en II tomando los valores adecuados en el eje
real. Para ello, observar el comportamiento de la funcién arg, (w) y de
la funcién arg, (w — a), donde a y @ son constantes reales.

Solucién. Proporcionamos la solucién de la sugerencia 2 para ayuda del
alumno: se trata de la funcién

1 w—1/2

— arg — . 1

 T8a/2 (-u: + 1/2) (1)
El alnmno debe justificar este resultado y finalmente expresario en la variable

L

)
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1.1.2 Cuestiones

1.

En la resolucion del problema se ha sustituido el cdleulo de una funcién
armonica en D por el de una funcién arménica en I1. La razén es que la
composicién de una funcién arménica y una funcién derivable compleja,
es, de nuevo, una funcién arménica. Justificar precisamente este hecho.

. El problema planteado, de variable real, se ha sustituido por uno de

variable compleja. Esto se basa en el hecho de que las partes real e ima-
ginaria de una funcién derivable de variable compleja son armoénicas.
Probarlo.

. Se sabe que una funcién arménica tiene una conjugada arménica. Defi-

nir este término y calcular la conjugada arménica de la funcién dada en
(1). Sugerencia. Hay dos formas de calcular la conjugada arménica:
la, primera es complicada y requiere el uso de integrales reiteradas, la
segunda requiere s6lo observar que hay una funcion conocida cuya parte
imaginaria esta relacionada con (1). Discutir esto.

Encontrar la funcién f(w) cuya parte imaginaria es la funcién dada en

(1).

Probar que, en general, si f = u~+iv es una funcién de variable compleja
derivable, siendo u su parte real y v su parte imaginaria, las curvas
1 =constante y v =constante se cortan en angulo recto. Diseutir, como
ejemplo, la funcién f(z) = 22

Puntuacién. Problema: 5 puntos; cuestiones: 1 punto cada una.
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1.2 Segundo ejercicio

Consideremos una barra de longitud [ y supongamos:

-El calor se distribuye uniformemente sobre cada seccién transversal a lo
largo del tiempo.

-No hay intercambio de calor con el exterior (es decir, la barra esta aislada)
-La temperatura es nula en los extremos.

-La distribuci6n inicial de temperatura viene dada por una funcién f(z) para
D<xz<I.

a) En términos mateméticos se trata de resolver la siguiente EDP. Usar
el método de separacién de variables.

tuglist) = Buzalm,8) 0 £ zl, #30,
u(z,0) = flz), O<z <l
w(0,8) = u(l,) = 0, ¢ > 0.

b) Resolver el problema planteado en a) precisamente cnando la funcién
f es sin® y la barra tiene longitud 7.

Nota: discutir con cuidado los valores de la constante para que el pro-
blema posea solucién con significado fisico, asi como analizar todos los casos
que se presenten.

Puntuacién: a) 5, b) 5
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1 Soluciones

1.1 Primer ejercicio

1.1.1 Problema

Hay una transformacién fraccional lineal que convierte D en Il. Se puede ob-
tener como composicion de las siguientes aplicaciones elementales: Precisamente,

Figure 1: La sucesion de transformaciones

. 1 1 I 1—iz
z—z— 10— — —= — = .

2—1  z—1i 2 2(z —1)

La semicircunferencia inferior se transforma, como es inmedidto observar,
en el intervalo [—1/2,1/2] del eje real, mientras que la semicircunferencia
superior se transforma en el resto del eje real, es decir | —o0, —1/2[U]1/2, +ccl.
Observar ahora que la funcién arg, ,(z) es arménica en el plano complejo al
que se le ha suprimido {z € C': z = ti, t < 0}, y vale 0 en el gje real positivo
v 7 en el gje real negativo. Por ello, la funcion

g(w) = ]: [argm,z (w - %) —arg, s (w—l— %)} (2)

i

es la adecuada en el plano w: es arménica en II, toma el valor 1 en [—1/2,1/2]
y el valor 0 en | — oo, —1/2[U]1/2, +oo]. Para obtener la funcién pedida v de
la variable z hay que deshacer el cambio de variable, es decir, sustituir w por
L - *5 en (2). Resulta

b 1—iz 1) =iz 1
v = |*Eee\ae g ~2) ¥ B2 \ae ) T3/
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1.1.2 Cuestiones

1.
2.
3.

3.

. La funcién estd dada por log_,

La respuesta a esta cuestién estd contenida en la teoria desarrollada.
La respuesta a esta cuestion estd contenida en la teoria desarrollada.

Si la funcién obtenida como solucién del problema estd dada (en la
variable w) por (2), observar que se puede escribir como

La funcién arg, ,,(w) es la parte imaginaria de la funcién log, 2(w),
siendo su parte real log |w|. Por tanto, esta 1iltima es su conjugada
armoénica. En nuestro caso, la conjugada arménica de g(w) es, pues,

1

h(w) = —log
T

w—1/2
w +1/2

Si se quiere expresar como funcién de z, de nmevo hay que deshacer el
cambio de variable usando w = ==

2z—i)"

w—1/2

—=4= como se ha dicho en la cuestién
w+1/2

anterior.

La respuesta a esta cuestion estd contenida en la teorfa desarrollada.

1.2 Segundo Ejercicio

a) Usando el método de separacién de variables, buscamos primero una so-
lucion de la forma

u(x,t) = X(z)T(t).

Reemplazando en la EDP se obtiene

X (2)T'(t) = kX"(2)T(t),

lo que implica

o
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donde A es una cierta constante. En particular, para la funcién que depende
de =z,

X"(z) -+ AX(z) =0

Resolveremos esa ecuacion teniendo en cuenta que se tiene también, a partir
de las condiciones iniciales,

X(0)=X()=0. (3)

1. Supengamos por un momento que A = ¢* > (. Entonces se obtienen dos
soluciones linealmente independientes, X (z) = e y X(z) = ¢ y, por
tanto, X (x) = Ae® + Be ™ donde A y B son constantes arbitrarias.
Llevando estas soluciones a (3) resulta, inmediatamente, la solucién
trivial, que desecharemos, pues no satisface la condicién inicial.

2. Supongamos ahora A = 0. Se obtiene X (z) = Az + B. Llevando’de
nuevo esta solucién a (3) se obtiene otra vez la solucién trivial.

3. 5ino se quiere obtener la solucién trivial hay que suponer A = —¢* < 0,
con lo que se obtiene

X(z) = Acos(cz) + Bsin(ez).

Llevando esta solucion a (3 ) resulta que los autovalores son A, = —“—;_3-
con n € IN y sus correspondientes autofunciones X, () = sin(2%xz), para
ne V.

Utilizando los valores obtenidos para A en la ecuacién correspondiente a
la variable £, resulta

n 2ﬂ2

To(t) + k—

Tit)=0,Vnel,

cuya solucion general es:

2 a2
—kn=w=

T.(t) =ane” = *, 'V nelN.

Construimos la solucién formal come una serie

o9 22 22 nwT
u(z,t) = Z Uy, 1) = Z ane 1T sin(T). (4)
=1 n=1
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Caleularemos las constantes a,, n € IN de modo que
u(z,0) = f(z), O<a<l.

Por lo tanto, se debe tener

flz) =wu(z,0) = Z i, ('n,;r;t)‘

Esto representa la serie de Fourier de la extensién impar y 2[—periédica de
la funcién f, lo que permite identificar las constantes como los coeficientes
de Fourier de la funcion dada. Precisamente

Gy !/ f(s)sin n—n~}d3 VnelN. (5)
Llevando estas expresiones a (4) obtenemos entonces la solicién formal
u(z,t) (/ f(s)sin —)n’e) e = ‘bm(n?z). (6)

b) Se trata de un caso particular de la primera parte en el que la funcién
f es sin® en el intervalo [0, 7]. Basta aplicar la expresién obtenida en (5) con
lo que resulta

= —f sin® n(ns)ds =
% 1— cos(Zs))sin(-ns)dq =
o [sin(2 +n)s —sin(2 — n)s)ds,¥ n € IN.

(
= 2 [ sin(ns)ds — 5= |,

Por tanto, si n es par es inmediato que a,, = 0, mientras que si n es impar
se obtiene facilmente

172 1 1
== == 5 , n € IN.
% T (n 24n 2—?1)' B

Js
i
2%

Llevando estos valores a (4) se puede escribir la solucién como

= 1/2 1 1 ity
o) = Z T (; C24m " 2— ﬂ-) c BB ).
n=0, n=1111pPAr
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