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. ETSI Telecomunicaciéon

Andlisis Vectorial

E.T.S.1.Telecomunicacién

Requisitos necesarios para la asignatura
e Funciones reales de una variable real

_ Qréficas de funciones elementales: exponenciales, logaritmicas, potenciales, trigonomé-
tricas, hiperbélicas.

— Iimite. continuidad y derivabilidad: recta tangente.
_ CAleulo de méximos y minimos, puntos de inflexion, asintotas, etc.
— Polinomio de Taylor.

— Métodos elementales de integracion: integrales inmediatas, sustitucién, partes, inte-
gracién de funciones trigonométricas.

— Regla de Barrow y teorema fundamental del cdlculo integral. Célculo de éreas.
e Funciones reales de varias variables reales

— Graficas de superficies: esferas, elipsoides, cilindros, conos, hiperboloides, silla de mon-
tar, etc.

— Limite, continuidad, derivacién parcial y diferenciabilidad; plano tangente.
e Sucesiones y series numéricas

— Sucesiones de nimeros reales.

— Series numéricas. Criterios de convergencia para: series de términos positivos (com-
paracién, cociente, raiz), series alternadas (Leibniz). Convergencia absoluta.

« Producto escalar canénico de R™ y producto vectorial en R3

1 Programa de la asignatura
TEMA 1: INTEGRALES IMPROPIAS.
TEMA 2: INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO.
TEMA 3: INTEGRACION MULTIPLE.
TeMA 4: CURVAS E INTEGRALES DE LINEA.
TEMA 5: SUPERFICIES E INTEGRALES DE SUPERFICIE.

TEMA 6: SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES.
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TEMA 1:

TEMA 2:

TEMA 3:

TEMA 4:

TEMA 5:

TEMA 6:

3.2

Programa detallado de la asignatura

INTEGRALES IMPROPIAS. Definicién de integral impropia de primera y de segunda especie.
Criterios de convergencia. Criterio integral para series de términos positivos.

INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO., Definiciones. La continuidad de la integral
paramétrica. Diferenciabilidad bajo el signo integral (regla de Leibniz).

INTEGRACION MULTIPLE. Definicién de la integral doble. Calculo de una integral doble
por integracién simple reiterada. Interpretacién geomeétrica de la integral doble. Cambio de
variable en una integral doble: coordenadas polares. Integral triple: Definicién, calculo ¥
aplicaciones. Cambio de variable en una integral triple: coordenadas cilindricas y esféricas.

CURVAS E INTEGRALES DE LINEA. Curvas en R™. Derivada de una funcién vectorial de
una variable real. Vectores tangente unitario y normal. Concepto de longitud de arco.
Integrales de linea. Concepto de trabajo como integral de linea. Integrales de linea con
respecto a la longitud de arco. Aplicaciones. Teorema de Green en el plano. Independencia
del camino (campos vectoriales conservativos). Condiciones para que un campo vectorial sea
un gradiente. Existencia de una funcién potencial. Aplicaciones.

SUPERFICIES E INTEGRALES DE SUPERFICIE.

Representacién paramétrica de una superficie. Producto vectorial fundamental. Area de
una superficie paramétrica. Integrales de superficie ¥ de flujo. Aplicaciones. El rotacional
de un campo vectorial. Teorema de Stokes. La divergencia de un campo vectorial. Teorema,
de la divergencia (Teorema de Gauss-Ostrogadsky). Expresién del gradiente, divergencia,
rotacional y laplaciano en coordenadas esféricas y cilindricas. Breve introduccién al potencial
electrostatico. Ley de Gauss de la electrostatica, Ecuacién de Laplace.

SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES.

Convergencia puntual y uniforme de sucesiones de funciones. Convergencia uniforme y con-
tinuidad. Convergencia uniforme e integracién. Una condicién suficiente parala convergencia
uniforme. Series de potencias. Radio de convergencia. Funciones real-analiticas. Serie de
Taylor generada por una funcién. Condicién suficiente para la convergencia de una serie
de Taylor. Desarrollos en serie de potencias de las funciones exponencial, logaritmica y
trigonométricas.

Bibliografia recomendada
Bibliografia basica
Célculo Vectorial. Marsden, J; Tromba, A. T. Addison Wesley Iberoamenricana, 1991.

Célculo: teorfa y problemas de funciones de varias variables. A. Garcia Lépez, A. Lépez de
la Rica, G. Rodriguez Sinchez, S. Romero Séanchez, A. de la Villa Cuenca. CLA GSA, 1996.

Introducién al andlisis matemdatico. R. G. Bartle. Ed. Limusa, 1982.
Calculo y geometria analitica. Larson, R. E. Ed. Mec-Graw-Hill, 1995.
Calculus I, II. Apostol, T.M. Ed. Reverté, 1985.

Bibliografia complementaria
Problems in Mathematical Analysis. Demidovich, B. Ed. Mir, 1976.

Div, grad, curl and all that. H. M. Schey. W. W. Norton, 1997.
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 Functions of several variables. Craven, B.D. Ed. Chapman and Hall, 1981.
o Cilculo Superior. M. Spiegel. Schaum, McGraw-Hill.

4 Organizacion
e 4'5 Créditos

s Segundo Cuatrimestre

5 Profesorado

e Julio Benitez.
¢ José Manuel Martinez (en baja temporal).

e Néstor Thome (prof. responsable de la asignatura).

6 Ewvaluacién

- La asignatura se aprueba mediante un examen final a realizar en las fechas establecidas por la
Escuela. Los alumnos que en el examen final saquen 4 o més ¥ menos de 5 tendrdn opcién a un
examen oral, cuya fecha de realizacion se indicara el dia de publicacién de las notas del examen. El
examen oral consistird en la resolucién en la pizarra de algunos ejercicios de las hojas de problemas
de las que disponen los alumnos.
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Problemas de Anélisis Vectorial

1 Integrales impropias.

1. Analicese la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

/m dz /’m :':+2d ]‘”sen%d
3 :B‘! I‘!
1 3:(1+V’:_c) 1 I2+1 1 H

= co & * sen(2z) se
Szd:r, / Isenidz, / n(2z) Dz .o
i =z 1 l+=z : 1+ 22

2. Estudiese la convergencia de las siguientes integrales impropias:

L= [ & gxlogf/l‘/m)dz* f:ﬁﬁ

/ *®  dr / g
_, dz
0o Vz-logz o coshz
3. Determinense los valores de ¢ € IR para los cuales las integrales dadas convergen:
/ i AR 1 4 [ = 1 c dx
—— . — m, - .
o 241 2z+1 o V1+2z¢2 =z+1

R
4. Demuéstrese que ;%im ( ] senmdz) =0. ;Bs [% senzdz convergente?

1
t < :
5. Pruébese que f E% dt es divergente. Dedtzcase, aplicando la regla de L'Hopital, que
0

i
lim x/ -‘:Es—df—l
e

z—0+

6. Estudiese la convergencia de las integrales de Fresnel:
/ sen(z?)dz ¥ f cos(z?) dz.
0 0

7. Analicese la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias:

L zdz L ozdx

_/ \fg;-.—x 0 1—23‘ 0 \/1—23.
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8. Determinense los valores de p € IR para los cuales las siguientes integrales convergen:
2 oo P
/ (log z)P dz, / gen(z) dz.
1 1 z

9. Estidiese la convergencia de las siguientes integrales:

o0 (= =] 2
/ e *da, / g~ de.
0 0

A esta segunda integral se le suele llamar integral de probabilidad o integral de
Gauss.

10. En este problema se estudiaré la funcién Gamma de Euler. Considérese la siguiente
integral paramétrica:

(= =]
T(p) = f e~ 2P ldz.
0

(a) Pruébese que I'(p) converge para p > 0.
(b) Pruébese que I'(p+ 1) = pI'(p) para p > 0. Deddzcase que I'(n) = (n — 1)! para
n € IN.

11. Estidiese la convergencia de la funcién Beta de Euler: B(p,q) = fol 2P~ l(1-z)9" 1 dz.

12. (Junio 2000) Aplicando el método de integracién por partes, pruébese que

* cosz * seng
AT -——de.
0o l+=z o (1+z)

Recordando que la integral [° f(z) dz converge absolutamente si 157 1f(z)| dz con-
verge, compruébese que una de ellas converge absolutamente v la otra converge.

13. (Septiembre 2000) El potencial creado por una varilla metélica sobre un punto que dista
hes ff:o 7%5:_—]:’ dz, donde h > 0 y f(z) es la densidad lineal de carga de la varilla.

(a) Pruébese que si f(x) = 1, el potencial es infinito.
: 1

(b) ;Para qué valores de o > 0 se obtiene un potencial finito, siendo f(z) = 1—_!_?2;?

14. (Enero 2001. Grupo E)

(2) Sea f : [0,+00[— IR continua que cumple que existen constantes ¢ & R, M>0y
T > 0 tales que |f(t)| < Me® para t > T. Pruébese que Jo7 e7*t f(¢) dt converge!
para todo s > c.

(b) Sea In(s) = [;~ e™**t" dt definida para n € IN y para s > 0. Pruébese I(s) =
2In-1(5) y dedtizcase I,,(s) = nl/s"+1,

15. (Junio 2002) Digase si converge la integral f;s—""zﬁf- exp(~x?) dz en los siguientes inter-
valos: a) [0,1]; b) [1,+o<[; ¢) [0,+00].
16. (Junio 2003) Analicese la convergencia o divergencia de la siguiente integral:

cos(4rzx) z e [-1,1],
1 T 21

i f(=) - _
/e dz, siendo f(z)= {

!Esta integral es la transformada de Laplace de f.

2
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2 Integrales paramétricas.

1.

10.

Sea f(x,y) = log(1 — 2:ccosy +2?), (z,9) € [-3, 3] x [0,27]. Sea la funcién G(z) =

fo f(z,y) dy para z €] - 3, 3, calctilese G'(z) y dedtizcase G = 0. (Ayuda: anssra c;lcu-
en
)

lar G’ usando una integral, diferénciese con respecto a y la expresién arctg T
—zcosy

. Sea

log{1+zsen?y
f(z,y)={ S v

T y=0.

en K =[~-1,1] x [0, 2. 8iG(z) = Dw/“ f(z,y)dy para z € [—%,1:[, pruébese que

w4 d 1
2oy — ¥y _ o
G'(z) _/o e z€ [ 2,1},

y dedtzease G(z) = 2/1 + zarctg(v1+z) — log(1 + 5) — 5- (Ayuda: La integral que
permite hallar G’ se resuelve mediante el cambio u = tgy.)

& sen® A2 dz
. Calcilese / —-—-a—;— dz por derivacién de f = Para este prob-
0 (14 asen?z)? o0 1+ asen?z
lema y el siguiente se debe usar el cambio ¢ = tg = para resolver ambas integrales.

w2
Calcilese f dz a partir de la integral / &
1 T
o (acos?z+bsen?x)? P 5 o acos’z+bsen?z

siendo a,b > 0.
i 2 1 ~22(t2+1)
fz)= (f et dt) g =/ .
0 0 -+ 1

(a) Demuéstrese que ¢'(z) + f'(z) = 0 para todo z y dedizcase que g(z) + f(z) =
para todo z.

. Se define

(b) Utilicese lo que precede para probar que lims—o [y € - Gt = AE.

. Héllese fo z%log” zdz (@ > ag > 0,n € IN) a partir de I(a fo z* dz:
. Hallese I(a fl ’f:g‘: dz para ¢ > 0.

Partlendo de la igualdad fo +:r = garctg§ (para 8 > 0) caleilese el valor de
o wey B+22)7 +:4}

—f(1= -)

Sea f(z,t) = S0, F(t) = fu flz.t)dz para t > 0y = € [0,1]. Pruébese
(2) F(O)=%. Y  ademds i F(2) = 0
(b) F'(t) = —£-G(V), siendo G(t) = [} e~ du.
(c) Dedﬁzcase de lo anterior que lim,—.o [J e** dz = 3’1’,—5

Sea R > 0.

Py




) I\m’&*’m‘%‘g‘:&‘n‘fmoemu ETSI Telecomunicacién

(a) Pruébese que

d /Re*rysenxdx o 1 Ry(cosR+ysenR}
dy z R 1+ 2

(b) Usese el apartado anterior para probar que para R > 0 se tiene

o. R
€ g o z

f ——Iei—d:c= Sf:—dz—arctgy-}-cosﬂ/ ds+senR/ ds.

0 0

(¢) Pruébese que para y > 0 fijo se tiene

Y e‘Rs Y S—R.S
lim cosR 5ds= lim senR/ ——ds=0.
R—+50 o 1+s R—+00 0 T+s2

(d) Usense los apartados anteriores para deducir

R

lim Sen3:(1 —e ¥)dz = arctgy.
R—+x Jg
11. (Septiembre 2000) Sabiendo que 0 - = 7%= Pbara & > 1, héllese fuﬁ{—%

usando teoria de integracién paramétrica.

12. (Junio 2000) Sean las funciones

i 2 Re—zu
f(t)zfoe du,t>20 y QR(QT):]; T

2

——du,z>0, R> 0.

Pruébese que para z > 0 se tiene gh(z) = gnlz) — 7-f(R\/_) (Nota: No se debe
intentar hallar f y gp de manera cerrada pues las integrales que definen a f y a gg no
se pueden calcular por métodos elementales. )

13. (Junio 2001) Sea G(z) = fo arctg(t/z?) dt paraz € [1,2]. Utilicese teorfa de integracién
paramétrica para calcular:

(a) el limite lim,_ 5G(z). {Es G(z) continua en zg = v/2? Justifiquese la respuesta,
yuda: la mteg-ral arctgz dx se puede hacer por partes.)
g

(b) la derivada G'(z) para = € [1,2].
14. (Junio 2003) Sea G(A) = fOA z"(A —z)™ dz, donde m y n son niimeros naturales fijos.

(a) Calcilense las derivadas sucesivas de la funcién G (A) comprobando que

]
(M)()) = 2 _yn+1
G n+1
(b) Observando que G(0) = G'(0) = --- = G™-1(0) = 0 e integrando m veces la
dltima igualdad, pruébese que
G()\) = m!n! Am+n+1_

(m+n+1)!
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15.

T
(Septiembre 2003) Sea fn(z,y) = / ?ﬂf—tyz]—n para 0 < z, 0 < iy < y, n natural.
0

a) Obténgase Vf, en términos de funciones elementales y de fpi1. Justifiquense todos
los pasos.

b) Calctilese de forma explicita fi(z,y) y tsese el apartado anterior para obtener la

'z
integral /0 W en términos de funciones elementales.

3 Integrales miiltiples.

1

Calclilense las siguientes integrales dobles por integracién sucesiva:
(@) [fozy(z+y)dedy, @ =[0,1] x [0,1].
(b) fo(:ca +3z%y+ %) dzdy, @ = [0,1] x [0,1].

(e if fQ flz +y)dedy, @ = [0,2] x [0,2], siendo f(t) el mayor entero menor o igual
que t.

Sea f una funcién definida en el rectdngulo Q = [0.1] x [0,1] del siguiente modo:

f(z.9) = { o g o en los ;;ri; glﬁitis de Q.
Represéntese el sélido y calciilese su volumen por doble integracién.
Resuélvase el ejercicio 2 cuando Q = [~1,1] x [-1,1] ¥
f{z,y}:{x2+y2 six"’:'ryzgl,
0 en los demés puntos de @.

. En los siguientes ejercicios, dibiijese la regién de integracién y calciilese la integral doble.

(a) [fszcos(z+y)dzdy, siendo S el tridngulo de vértices (0,0), (7,0), (7).
(b) [[s(1+z)senydzdy, siendo S el trapezoide de vértices (0,0), (1,0), (1,2), (0.1)
(c) [[sexp(z +y)dzdy, siendo S = {(z,y) : |z| + |y| < 1}.

Un sélido esta limitado por la superficie z = 2% — 3?, el plano XY ¥ los planos z = 1,
z = 3. Represéntese el sélido y calctilese su volumen.

Calcilese el volumen del sélido bajo la funcién f sobre S si

(a) flz.y) =22+ 9, S = {{z.p) : l={+ [yl < 1}.
(b) flz,y)=3z+y, S={(z,y) : 42% + %® < 36, 7,y > 0}.
(¢) flz,y) =y+22+20, S ={(z,y) : 2% +4* < 16}.

Dibijese la regién limitada por las curvas siguientes, y determinense las coordenadas
del centroide supuesta la densidad constante.

(a) y=2%, z+y=2

PS5
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10.

11.

12

13.

14.
15.

16.

17.

18.

(b) Y*=2z+3,y¥?=5-z.
() 2P+ =1,2=0,y=0.

- Una ldmina delgada est4 limitada por el arco de pardbola y = 2z — 22 y el intervalo

0 < z < 2. Determinese su masa si su densidad en cada punto (z.y) es f(z,y) = i—__'_f_

Determinese el centro de gravedad de una ldmina delgada rectangular ABCD si la
densidad en cada punto es el producto de las distancias a los lados AB y AD.

El contorno de una ldmina delgada es una elipse de semiejes a y b. L representa una
recta en el plano de la ldmina que pasa por el centro de la elipse y forma un angulo o
con el eje de longitud 2a. Si la densidad es constante ¥ la masa m, demuéstrese que el
momento de inercia I es igual a 3(a®sen? a + b2 cos? o).

Calciilense los momentos de inercia, Iz e I de una lémina delgada S del plano XV
bordeada por las curvas y = sen®z, y = — sen? T, para z € [—7, 7], donde f(z,y) =1
representa la densidad de un punto cualquiera (z,y) de S.

Calciilese el volumen y el centro de gravedad de un cono circular recto homogéneo de
radio de la base R y altura H.

Calctlese el volumen limitado por arriba por la superficie 2 + ¥+ 22 = 2 y debajo por
la superficie z = 22 + .

Hallese el volumen determinado por 2 < 6 — 2% — 32y z > /22 & y2.
Calciilense las coordenadas del centro de gravedad de un octante de

(a) una esfera de radio g,

(b) un elipsoide de semiejes a, b y c,
supuestos ambos volimenes con densidad homogénea.

Transférmese la integral a coordenadas polares y calciilese su valor, siendo T el tridngulo
de vértices (0,0), (a,0) y (a.a), y a una constante positiva:

f/ VT2 +y2dzdy.
T

Utilicese una transformacién lineal conveniente para calcular la integral doble

//S(z - y)?sen’(z + y) dz dy,

donde S es el paralelogramo de vértices (r,0), (2, ), (7, 27) y (0,x).

Los vértices de un paralelogramo S del plano XY son los puntos (0,0), (2,10), (3,17),
(1, 7).

(a) Héllese una transformacién lineal v = az + by, v = ez + dy que aplique S en un
rectangulo R del plano UV con vértices opuestos en (0,0) v (4,2). El vértice (2,10)
deberd aplicarse en un punto del eje U.
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

(b) Calcdlese el valor de la integral doble [ s zydz dy transforméndola en una integral
equivalente en el recténgulo R del apartado previo.

Considerando la integral doble de f(z,%) = ¥ sobre [a,8] x [a, B]. (0 < a,a) pruébese

que
b .z8 T 8 jzb Ta
[ = & e
/ —dz = f —dz.
2 z - z

o

Dediizcase que la funcién ¢(z) = i) ; dt es derivable y calcular su derivada, sin usar

a
la teoria de integracién paramétrica.

x3+y3)
dz dy.
fliom (555 ) oo

con 4 = {(z,y) : ¥* — 2pz < 0,2% — 2py < 0}, efectuando el cambio de variables

= v?0,y = v?u y siendo p > 0.

Caleiilese

Pruébese que el 4rea del recinto plano {(p,8) : p < p(6),6 € [a, 8]} viene dado por
1 12 p2(6) a6
Sea R la regién dentro de 22 + y? = 1, pero fuera de z2 + 32 = 2y con z,y > 0. Usese

el cambio u = 2% + 42, v = 2% + y® — 2y para calcular [[rze¥dzdy.

Vimes que la integral fow e~ dz converge. En este problema calcularemos su valor

usando integrales dobles. Para ello se definen el cuadrado Mi(R) = [0, vV2R/2]2, Ma(R)
la parte del circulo de centro 0 y radio R contenida en el priimer cuadrante, y el cuadrado
Ms(R) = [0, R)? (jHégase un dibujo!). Sea I(R) = [ e~ dz.

(a) A partir de la integral doble de f(z,y) = e=* =¥ sobre los tres recintos definidos
dediizcase

2
I (gR) < E(l —e By < (R

(b) Concliiyase que [;° e dz = 3./2—:
El objetivo de este problema es demostrar (usando integrales dobles) la siguiente férmula

debid Euler?:
epida a ruler 6( q) 4 I'(p)r(q)
PO = To+q)

Para ello considérense los recintos Mi(R), M2(R) y M3(R) definidos en el problema
previo y la funcién

fla,y) = e @121 £.00 L2 R,

(a) Pruébese B(p,q) =2 [;/*sen?~1 g cos2~1 g df.
(b) Pruébese

2yéanse los problemas de integrales impropias para la definicién de las funciones Gamma y Beta de Euler.

|
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(foszz e ip-l dt) (fORZ’Q e a1 dt) :
Bp.q) [T emtpra-1g,

( S etgr- dt) ( S et dt).
=TI(p + 9)B(p, 9)-

4
25. (Septiembre 2001) Calcilese I (;—3) dz dy, donde D es la regién plana comprendida

entre lasrectas z+y =1, z+y =2y los ejes coordenados. [Ayuda: Hégase un cambio
de variables apropiado.]

i [fy, fdzdy =
(¢) Concldyase I'(p)T'(g

26. (Septiembre 2001) El potencial eléctrico que causa una distribucién continua de carga
(que ocupa una regién Q de R3 cuya densidad de carga es p) en un punto (a,b,¢) es

X plz,y, z)
Padel=r— //fn V-t + -1 %

donde ¢ es una constante fisica llamada permitividad eléctrica.

(a) Sean  la esfera centrada en el origen de radio § y p una funcién que sélo depende
del médulo del vector de posicién que cumple p(r) < X para r €]0, 4], siendo M
una constante positiva (p puede hacerse infinita en r = 0), pruébese que

1 )
U(0,0,0) = —/ ro(r) dr
€ Jo
(b) Dediizcase que el potencial es finito (es decir, la integral es convergente).

27. (Junio 2002) Sea f : IR — IR continua. Se define Fy(z) := [¥ &= f(y)dy para
n=0,1,2,...

(a) Pruébese que fgl Fn(z)dz = Fj,+1(1) cambiando el orden de integracién en la wltima
integral de la igualdad siguiente:

/Dan(szx:/; [ rwaye

(b) Pruébese Fj=fy F. =F, paran=12,...

(c) Usese el apartado anterior para expresar (en forma de una tnica integral) una
funcién cuya derivada de orden 2002 sea g9(z) = ze® cos z.

28. (Septiembre 2002) Celctlese [ff;(1 — 22)dzdydz, donde W es la pirdmide (de base
cuadrada) con vértice superior en (0,0,1) y vértices de la base (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0)
y (0,1,0).
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4 Integrales de linea.

¥

7

8.

Calcilese [, zy®ds, donde C es el segmento de la recta y = 2z, desde A = (—1,-2)
hasta B = (1, 2).

- Calctlese la integral [~(z® + y® 4 22)2ds, donde C es el arco de la hélice circular

r(t) = (cost,sent, 3t) desde A = (1,0, 0) hasta B = (1,0, 67).

- Héllese el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(z.y,2) = (yz,zz,z(y + 1)), para

desplazar un cuerpo de manera que recorra el triangulo de vértices (0,0,0), (1,1,1),
(=1,1,-1) en este orden.

. Hallese el 4rea determinada por y=2%,y=22%y= —-Z.

. Se considera un alambre semicircular uniforme de densidad plz,y) = k de radio a.

Demuéstrese que el centro de gravedad estd situado a una distancia %_‘1 del centro del
circulo. Héllese el momento de inercia respecto del didmetro que pasa por los extremos.

Calciilese la integral de linea de f a lo largo del camino que se indica.

(a) f(z,y) = (¢ - 2zy,4® — 2zy), a lo largo de la porcién de la parébola y = 22 desde

(-1,1) a (1,1).
(®) flz.9,2) = (¥* - 22, 2y2, —z?), a lo largo del camino descrito por «(t) = (t,%,¢%),
0<t<1.

(¢) flz,y) = (2 + 2 2% — y?), alrededor de la elipse 5222 + a2y? = 522 en sentido
contrario a las agujas del reloj.

(d) flz,9,2) = (z,y,22 —y), desde (0,0,0) a (1,2,4) a lo largo del segmento que une
ambos puntos.

Calciilese el valor de la integral de linea en cada uno de los siguientes aparatados:

(a) [o(2? — 2zy)dz + (y* — 22y) dy, donde C es el arco de pardbola y = 72 que une
(—2,4) con (1,1).
(®) $ 218y donde C es el cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (-1,0), (0, —1) recorrido

Izi+1y] i ] .
én sentido contrario a las agujas del reloj.

(c) $o(ydz+ zdy+ zdz), donde
i. C es la curva interseccién de las dos superficies z + y=2y2*+y¥+2% =
2(z +y). La curva es recorrida de modo que, mirando desde el origen, el
sentido es el de las agujas del reloj.
ii. C esla curva interseccién de las dos superficies z = zyy 22 +y* = 1, recorrida
en sentido tal que, vista desde encima del plano XY, es el contrario al de las
agujas del reloj.

Sea F(z,y) = (f(z,y).9(z,¥)) ¥y C una curva en el plano.

(a) Pruébese la siguiente desigualdad: | o fdz+ gdy| < ML, siendo L la longitud de
la curva y M = max{||F(z,y)| : (z,y) € C}.

(b) El resultado del apartado previo puede generalizarse a curvas en IR3. Verifiquese
esta desigualdad para el ejercicio 6.d.

s
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Sea & : [a,b] — IR® una curva parametrizada que no pasa por el origen. Si a(tp) es un

punto de la curva més préximo al origen, cumpliendo &/(ty) 5 0, pruébese que a(fp) es
ortogonal a o/(tg).

Un disco circular de radio 1 rueda sin deslizarse sobre el eje X. La figura descrita por
un punto de la circunferencia del disco se llama cicloide,
(a) Obténgase una parametrizacién de la curva,
(b) ;Para qué puntos de la curva no existe la, tangente?
(¢) Calctlese la longitud de la cicloide correspondiente a una rotacién completa del
disco.

Sea a(t) = ae(cost,sent), t € [0,00], @ y b constantes, @ > 0 ¥y & < 0. Pruébese que
Jio lle’(t)]| dt es convergente, (esto es, o tiene una longitud finita en [to, 00[.)

Sea a: [a,b] — R® una curva parametrizada, p=a(a), g = a(b).

(a) Pruébese que, para cualquier vector constante v de norma 1;
b b
f
@-p = [(@Ovas [ o)
a a

(b) Sea v = (LB Pruébese [la(b) — a(a)| < L@l dt. Esto es, la curva de
longitud més corta entre a(a) y a(b) es el segmento rectilineo que une estos dos
puntos.

Considérese la curva plana dada en coordenadas polares p = p(d), 8 € [a,b]. Pruébese

que la longitud de la curva es | : VP* + (¢')? a6, donde la derivada lo es con respecto a
8.

Compruébese que se verifica el teorema de Green para el campo vectorial F(z,y) =
(¥*,z) y la circunferencia de radio 2 centrada en el origen.

(Septiembre 2000) Sea D = {(z,y) e R?: a2 < 22 +2 <P 1,y > 0},0<a<b. La
coordenada x del centro de gravedad de D, supuesto D con densidad constante 1 (que
por simetria coincide con la coordenada y) es

;E/_/;;, zdzdy, m = masa = drea(D) = %(b2 — a?).

(a) Calciilese esta integral.

(b) Encuéntrese funciones P y Q tales que %3—%% = z y utilicese el teorema de Green
para resolver la integral.

2 L2
(Enero 2001. Grupo E) Considérese la elipse de ecuacién -22— -+ % =1

(2) Pruébese que la longitud total de la elipse es L(a,b) = fﬂ% Va?sen?t + b2 cos? t dt.
No resuelva la integral.

10
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(b) Una manera de hacer la integral (de forma aproximada) es la siguiente: Héllese el
polinomio de Taylor® de orden 1 de L(a,b) alrededor del punto (1,1). Relacidnese
este polinomio con la longitud de las circunferencias de radios a y b, dando asf una
interpretacién geométrica de este apartado.

(¢) Al hacer girar la elipse alrededor del eje X se obtiene el elipsoide de ecuacién

B3
(3%

2
I
Ea i

a b?

Hiéllese el volumen de este elipsoide.

z
=7,
+b2

17. (Junio 2001) Considérese la curva plana de ecuacién aft) = (e, 1/t) para t €]0,1].

(a) Usando una integral curvilinea, exprésese en forma de integral el 4rea comprendida
entre la curva, la recta y = 1 y el segmento de extremos (e®,1) y a(tp) para
0 < tp < 1. Hégase un dibujo de la curva.

(b) Digase si la integral hallada en el apartado previo es convergente para tg — 0T,

18. (Septiembre 2001) Calctlese el drea que encierra la curva en polares p(f) = cos@ sené
para 6 € [0,27]. [Ayuda: Téngase en cuenta que la expresién paramétrica de una curva
en polares p = p(#) es () = (pcosb, p senb).]

19. (Septiembre 2002) Sea el camino definido en IR® por
a(t) = (e cos(t?),etsen(t?),e7?),  t € [0,+o0

(a) Indiquese (sin resolver) la integral que permite calcular su longitud.

(b) Decidase si la inetgral del apartado anterior converge o diverge. Justifiquese

5 Integrales de superficie.

1. Haéllese el vector normal a cada una de las siguientes superficies. Compruébese que las
ecuaciones representan efectivamente las superficies que se indican.
(a) Plano: r(u,v) = (a1 + biu + ¢c1v, as + bau + esv, a3 + bau + c3v).
(b) Paraboloide eliptico: r(u,v) = (aucoswv, busenv,u?).
(c) Elipsoide: r(u,v) = (asenucosv,bsenusenv, ccosu).
(d) Cilindro: r(u,v) = (u,asenv,acosv).

2. Héllese el momento de inercia I de una lémina esférica homogénea § : % +y® + 2% = a*

de masa M alrededor del eje Z.

3. Un reflector de una antena se construye girando la curva z = z? (en el plano X Z),
z € [0,1].

3El polinomio de Taylor de orden 1 de f{z,%) alrededor de (xo, o) es

#(z0.30) + 2L (o, v0)(z — 20) + L (@0, u0)(w — wo).

11
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10.

11.

12.

13.

14.

(a) Parametricese la superficie obtenida,
(b) Calctlese su &rea.
(c) Héllese el volumen entre paraboloide resultante v el plano z = 1.

. Héllese el drea de la regién que determina el cilindro z?+3® =a%enel plano z4+y+z = a.

. Héllese el centro de gravedad de un hemisferio uniforme de radio a

Considérese la semiesfera superior de radio 1. Sea F(z,y,2) = (z,9,0) un campo
vectorial. Hillese [ fS(F, n)dsS, donde n es el vector normal unitario exterior a la
superficie.

(a) Utilizando la representacién de S en coordenadas esféricas.
(b) Utilizando el teorema de la divergencia.

Si § es la superficie de la esfera 22 + 32 + 22 = o2, hillese J = [Js{F,n)dS, donde
F(z,y,z) = (zz,yz,2%) y n es el vector normal unitario exterior a la superficie.

. Héllese el drea de la esfera 22 + y2 + 22 = o2 interior al cilindro 2% 4+ 32 = ay, @ > 0.

Compruébese el teorema de Stokes para el campo vectorial F = (z—y,2+2,—(z+y))
¥y la superficie limitada por el paraboloide z = 4 — 22 — y? y el plano z = 0.

Héllese el drea del cono de altura & obtenido por rotacién de la recta z = 3z del plano
X Z, alrededor del eje Z.

Intégrense las siguientes funciones sobre las superficies que se indican:

(a) f(z,y,2) = (2% +1?)z, sobre el hemisferio superior de la esfera de radio a centrada
en (0,0,0).
(b) f(z,y,2) =, sobre el cilindro 22 + 32 = a2, 0< 2 < 1.

Calciilese fc zydz, siendo C la curva interseccién de 22 + 9% + 22 = R2 ¢ y+z=R:

(a) directamente.
(b) aplicando el teorema de Stokes.

Verifiquese el teorema de Stokes para la helicoide
r(p,8) = (pcosh, psend, ), (p,6) € [0,1] x [0,7/2],
y el campo vectorial F(z,y,2) = (z,z,y).

(Junio 1999) Si un objeto metslico, que ocupa una regién cerrada y acotada de IR3 con
superficie regular S, se calienta de forma que se conoce la distribucién de temperatura
en su superficie, la temperatura g(z,y, z) en cada punto del interior del objeto verifica
la llamada Ecuacién de Laplace:

8% 8% X 8%
0z2  9y? 922
Se supone que g estd definida en un conjunto abierto U que contiene a T, siendo T la

unién de la superficie S y su interior. Pruébense las siguientes afirmaciones, donde n
es el vector normal a la superficie S.

0.

12
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15.

16.

17.

18.

(a) [[¢(Vg,n)dS =0.
(b) [fs9(x)(Vg.n)dS = [[[.[[Vg|?dzdyd-.

(¢) Si (Vg,n) =0 en todo punto x € S, entonces g es constante en 7.

(Junio 1999) Sea f : [a,b] — IR una funcién derivable en a,b] y positiva. Se considera
la superficie de revolucién generada por la grafica de f al rotarla segin el eje X. Una
parametrizacion es

r(z,0) = (z, f(z) cos b, f(z)send), z € [a,b], 0 € [0,27].

Apliquese el teorema de la divergencia a la regién de R® encerrada por la superficie
de revolucién a las funciones F(z,y,z) = (,0,0) y G(z,y,2) = (0,7, z), para obtener
respectivamente que el volumen V', encerrado por la superfice, es

(8) V ==(bf(b)? - af(a)?) — 27 [ 2f(2)f'(z) da.
(b) V=7 [°f(z)? dz.
Pruébese el teorema de Pappus: el drea de una superficie generada por rotacién completa

de una curva plana es 27 multiplicada por la distancia del centro de gravedad de la curva
al eje de rotacién y por la longitud de la curva. Dedizcase el drea de un toro®.

Sean las funciones
f(z,v) = e cos(z® - 4P),  glz,y) = —e *¥sen(z® — 7).
(a) Pruébese que existe una funcién escalar U tal que VI = (f, ¢); de donde se deduce

que fcfdx + gdy sélo depende de los puntos inicial y final de C.

(b) Sea v; la unién de los segmentos (0,0), (R,0) y (R.0), (R, R). Sea 73 el segmento
(0,0), (R, R). Usese el apartado anterior para deducir

R R R _,
/ cos(t?) dt — / e’ gen(R? — %) dt = / g2 at
g 0 0

(c) Sabiendo que [;~ exp(—t2)dt es convergente y su valor es /7 /2, concliyase

=] = P
/ cos(t?) dt es convergente, / cos(t?) dt = 3
0 0

(d) Usese un método similar para calcular fow sen(t?) dt.

En este problema se estudiard la ecuacién del calor. Imaginemos que una placa
metdlica que ocupa el dominio T del plano XY se calienta, y denotemos por u(z,y,t)
la temperatura del punto (z,y) € T en el tiempo t € [0,b]. Por medio de argumentos
fisicos se demuestra que u satisface la llamada ecuacién del calor:

Py Pu_on
0z2 2  6t’
donde u: T — IR, y u es de clase G2, El objetivo del problema es probar que si 4 y v

son dos distribuciones de temperatura que coinciden en el instante inicial en todo T" y
en la frontera de T en todo instante, entonces u = v.

4Un toro es la superficie de revolucién generada por una circunferencia paralela y exterior al eje de rev-
olucién. Un “donut”.

13
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(a) Definase f :=u — v. Pruébese que f = f(z,y, t) satisface

32f 8%*f _of
922 8y ot
f(z,4,0)=0, V(z,9) €T,
flzyy.t) =0, V (z.y) € frontera de T, ¢ € [0.5)].
(b) Considérese el campo vectorial F(z,y,t) := (2f%,2f—g-§,-f2). Pruébese que
divF =2 [(§0)? + (&7

(c) Usese el teorema de la divergencia en el “cilindro” V := T x [0, ] para probar

/f/[ )+ )2] dzdydt-i-/ e bdedy=0.

(d) Dedtzcase que f(z,y,t) =0 para todo (z,y) € T, t € [0, b).

19. (Septiembre 2000) Sean los campos vectorial 7(z,y,2) = (z,y, z) v escalar r(z,y,z) =
17 = Ve + 2+ 22

(a) Si S es una superficie cerrada de IR® que encierra una regién V y 7 es el vector
unitario normal exterior de S, pruébese

//r{'r‘ 7i)dS = 4/f/rd$dydz

(b) Compruébese el resultado anterior cuando S es una superficie esférica de radio R
centrada en el origen.

20. Pruébese que los siguientes campos son conservativos, y mediante su funcién potencial,
calciilense las integrales

(a) _’-(352})(3‘,52 +y)dz + (= — 4y) dy.

_]‘({131:'2{;} yzdz + zzdy + zydz.

21. (Junio 2000) Sea F(z,y,2) = (z? + 4%, 2zy,0) un campo vectorial definido sobre IR3.

(a) (Es F conservativo en IR3? Justifiquese. En caso afirmativo héllese su potencial
@.
(b) Evaluar:
-1)
i f(l a1y Fde.

ii. f Vo da siendo C la curva interseccién de las siguientes superficies S; : z =
3:g + 3% v 85 : 22 + ? = 4y indicando sobre una grafica de la curva el sentido
de recorndo elegido y siendo ¢ la funcién hallada en el apartado (a).

iii. [[c{rot(F),n)dS, siendo S la superficie del paraboloide S; que se encuentra
por debajo de la curva C del apartado (ii) y n normal a la superficie S.

14
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(Junio 2000) Compruébese que se verifica el teorema de la divergencia (de Gauss) para
el campo vectorial F(z,y,2) = (1 + 2z,y, 2) v la superficie cerrada § = Sy U S,, donde
Si={(zv.2)eR®: 22 +y2 =22 2€[0,4]}, o = {(z,y,2) e R3: 22 + 4> < 16,2 =
4}.

(Enero 2001. Grupo E) Sea la superficie § = {(z,y,2) € R : 22+ 32 < 1,2 = zy}

y C la curva frontera de S orientada de forma que su proyeccién sobre el plano XY
esté orientada positivamente. Calciilese §C Fda primero directamente y luego usando

el teorema de Stokes, donde F(z,y,2) = (-y,z,0).

(Junio 2001) Usando convenientemente el teorema de la divergencia, calcilese el flujo
del campo vectorial F a través de la superficie abierta de ecuacién z = ++/25 — 22 — 32
sabiendo que existe un campo vectorial G de clase €? tal que F = rot(G) y ademds que
F(z,y,0) = (0,5, — 1). Indiquese en una gréfica la orientacién elegida para el vector
normal considerado.

(Septiembre 2001) Considérese el campo F(z,y, z) = (2ryz + senx, 22z, £%y).

(a) Pruébese que el campo F es conservativo y héllese su funcién potencial.

(b) Considérese la curva c(t) = (cos®t,sen®t,t?) para 0 < ¢t < 27. Es vilido el
siguiente razonamiento? Justifiquese brevemente.

“Como F es conservativo, su rotacional es nulo. Entonces, si n denota el vector
normal a la superficie S, [,Fda= [[(rot(F),n) dS =0."

(Junio 2002)

(a) Calciilese el 4rea del circulo de ecuacién 22 + 3% < 72, r > 0.

(b) Para el cilindro de ecuacién z2 + 42 =72, 0 < z < h, con 7, h > 0, calciilese:
i. el drea de la superficie lateral y,
ii. el volumen.

(¢) Sea S la superficie frontera del cilindro macizo 22 +32 <72, 0< z< h,conr,h >0
y sea el campo vectorial F(z,y,z) = (2z + y.z2,32 + y*). Hillense los valores de r
y h que maximicen el flujo de F a través de S sabiendo que ¢l 4drea de S es 6.

(Junio 2002) Sea F el campo vectorial plano

22 + 2z +y 228%y+ 3+ 2
=Y R P e

P = ( ). @00

(2) ¢Es conservativo en {(z.y) € R?: z > 0}? Justifiquese.
(b) Calciilese la circulacién de F a lo largo de cada una de las dos curvas siguientes:

z

=k
9

Oz2+p2=1 y (i) (z-38)>%+

(Septiembre 2002) Sea V el cubo 0 <2 <1,0<y <1,0< z<1. Sea § la superficie
del cubo y sea n el vector normal unitario exterior a S.

15
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29.

30.

31.

(a) Demuéstrese que

//s*{vf’n>d8=///,; (-g%’;+g—;§+-§%:) dzdydz,

para cualquier campo escalar f derivable cuantas veces sea preciso.
(b) Compruébese Ia igualdad del apartado (a) para el campo fz,y,2) =23 + 48 + 23,

(Junio 2003) Sea 5 = $, US, 1a superficie dada por las superficies § : z = z?+32, 0<

21,8 2=2~ /2212 1€2<9

(a) Héllese el 4rea de la superficie S.

(b) Calcilese el volumen de la regién Q cuya frontera es la superficie S.

(¢) Un campo escalar f(z,y, z) suficientemente diferenciable que no se anula en ningin
punto tiene las propiedades siguientes: ||V FIP =4f y div(fVy) = 10 f. Calciilese
la integral de superficie Jfs(V#.n)dS, donde n es el vector normal unitario que
apunta hacia el exterior de S.

(Junio 2003) Sean F(z,y) = (z + v, %) un campo vectorial y ¢ = C1 U Cs la curva
definida por O} : 22 +y’=1,2>0, ¥ 2 0y Cs : el segmento que une los puntos (0,1)
y (0,1/2).

(a) Utilicese el teorema de Green para calcular la integral curvilinea del campo vecto-
rial F' a lo largo de la curva C. Indiquese en una gréfica el sentido elegido.

(b) Justificando la respuesta, dediizcase de los célculos previos si la integral de F' que
que va desde (1,0) hasta (0,1 /2) es independiente de la trayectoria.

(Septiembre 2003) La superficie lateral de Ia llamada “trompeta de Gabriel” viene dada
por

r(u,v) = (-11: cos(v),-::sen(v),u) ; u€ LY, velo2q]

(témese b > 1) y las dos “tapas” que son
tapa inferior: 22+ 92 =1, 2 = 1 tapa superior: 72 + 3% = 1/b2%, z=p.
Sea S la unién de la superficie lateral ¥ las dos tapas.

a) Hallese una representacion del tipo 2 = f(z,y) de la superficie y represéntese grafi-
camente.

b) Calcilese el volumen encerrado por la superficie § mediante una integral miiltiple.

¢) Demuéstrese que el 4rea total viene dada por

T RV

T du.
7r+bz+27-/1 = u

d) Hégase tener b a +oo y demuéstrese que el 4rea de la superficie tiende a infinito,
mientras que el volumen permanece finito.

e) Considérese ahora la porcién de la superficie lateral correspondiente a v & [0,7/2],
u € [1,2] y el campo vectorial F(z,y,2z) = (0,y,y). Calctlese de dos modos dis-
tintos la circulacién de F a lo largo de la curva C, que es la frontera de la porcién
mencionada. Indiquese en una grifica el sentido elegido para la orientacién de C.
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6 Sucesiones y series de funciones.

1.

w

. (Es uniforme la convergencia en IR de la sucesién falz) =

% 2
. T
. Demuéstrese que la serie Z(—l)“

Estidiese si existen los limites de las siguientes sucesiones de funciones:

lim e~ ™=, lim ze lim z%e™™=,

—TnI
n—-o0 n—-+oc ' M— 00

para z > 0. En tal caso, ;la convergencia es uniforme?

. Sea fulx) = Tz paran € IN.

(2) Demuéstrese que la sucesién (f,) converge uniformemente a una cierta funcién i
(b) Pruébese que la expresién f/(z) = lim fr(z) es correcta si & # 0; pero es falsa si
Ti=s2C
z=0.

. Demuéstrese que la convergencia de la sucesién f, (z) = —-, z €]0,+00[ no es uniforme

en |0, +ool; pero si lo es en [c, +oo], siendo ¢ > 0.
l+n 2 T € IN?

Estidiese si es uniforme en el intervalo [0,1] la convergencia de las sucesiones

l-nz 0<az<i, nz 0<z<i,
h _ == -n — == —T
() { <1 gn(z) {—“-(1~I) ;{_-(:ril.

n . :
converge uniformemente en todo intervalo

n=1
acotado; pere no converge absolutamente.

(2) Sea hq(x) =+ L. Pruébese que (hy) converge uniformemente en IR hacia cierta
funcién que se deberd determinar.

(b) Pruébese que (hZ) no converge uniformemente en R. Esto demuestra que el pro-
ducto de dos sucesiones uniformemente convergentes no tiene por qué serlo.

Sea gn(z) = nz(l — z2)” para z € [0,1), n € IN. Disciitase la convergencia de (gn)
( fﬂ gn(z) dm) Concliiyase que no siempre es posible intercambiar ¢l limite por la
1nte°ra]

. (Junio 1999) Dado = > 0, se considera la serie D omei 7= (Obsérvese que no es una serie

de potencias.)

(a) Pruébese que la serie converge si y solamente si z > 1.

(b) A la vista de lo anterior, se puede definir f :]1,+00[— R dada por f(z) :=
Y2 1 <L. Pruébese que la convergencia es uniforme en [zo, +o0[, donde zq > 1.

nz
(Sugerencia: tsese el criterio M de Weierstrass. Dediizcase que f es continua en
11, +00l.)
= logn
(c) Pruébese que f'(z) = —

n=1
17
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(d) Pruébese zlingo f(z) = 1. (Sugerencia: considérese -2-1;-}-31;-!-- -+ y obténgase una cota

superior mediante el drea encerrada por la curva h(t) = % en |1, +oo[. Calciilese
el drea y concliyase lim,_. 2% + gl._r =+ nee =10.)

10. Sea f : [0, 4+00[x[0, +00[— IR dada por

e sent
=R E#£0,

Jmt) = {C(a:) =0,

(2) ;Qué valor hay que dar a C(z) para que f sea continua? Para este valor de C(z),
calctilese 8f /dz. ;Es 8f/8z continua?

=
(b) Pruébese que /
0

(c) Sea Fy(z) = [I'7 f(z,t)dt. Pruébese que

e *gent

dt es convergente para todo z > 0.

(_'1)718-—713: 1

o
Fale) = 22 +1 14z

(d) Hallese el lfmite puntual (para los valores de z > 0 para los que exista dicho
limite) de (F}(z))32,. Pruébese que la convergencia es uniforme en [0, +0o0],
siendo zg > 0. (Es uniforme en 0, +oo[?

(e) Dedtizcase de lo anterior

20 =iz
t
/ e—-§3—=—arctgz+ff‘ Yz >0.
0

11. Determinese el radio de convergencia y la convergencia en los puntos de la frontera de
las siguientes series (0 < a < 1):

=] n o0 n o0 n ==] 2n T
z n 2 z+3) 24ng2
23 2D (n+1)27° 2 ( N 20—

n=>0 n=0 I ) n=0 (n + ) n=0 n

o] og (HI)Q‘IH oS 3‘/,.‘13:“

- Yt YOI 5837

n=0 n=0 n=0

12. Observando que 1 — 2% + z* — 28 + ... es una serie geométrica, hillese el radio de

convergencia y compruébese que su suma es ﬁ_%g para los z tales que la serie converge.

Dediizcase la serie de Taylor de arctg .

T
13. Encuéntrese la expansién en serie de Taylor de f(z) = f e % dt.
0

- Supéngase que esta funcién admite un desarrollo en serie de Taylor

14. Sea f(z) = =
alrededor de zg = 0; es decir

(=]
Fp-Tan ed-an

n=0

18
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El objetivo del problema es calcular los coeficientes (@n) sin hallar la derivada n-ésima
de f(z). Para ello obsérvese que

z=(e* - IJ(ianrn), z €] - 8,4].
=0

Usese ahora la expansion de e — 1 y el producto de Cauchy para probar

- a-n—»k__{l n=1,
T
= * 0 n>1.

Calcilese ap, ay, ag, as.

15. (Septiembre 2000) Sea S(z) =

n=]

T
W,Q€R,I€R.

(a) Si @ > 1/2, pruébese que la serie converge uniformemente en IR. (Sugerencia:
a®+ % > 2ab, Va,bc R.)

t o o0 2

. z In(1 + nt?)
b) P : z —_ dr= E —_ ¢ t>0.
(b) Pruébese que fo 2.5 @ i) dx 2 o para t >0

o0
16. (Junio 2000) Considérese la serie f(¢) = Zne‘m, siendo £ > 1.
n=1

(a) Utilicese el criterio integral de Cauchy para demostrar que la serie converge.
(b) Pruébese que la serie converge uniformemente en [1,4o0].
: 1 1 e*
¢) Demuséstrese que t)di = - . Dedtizcase f(z) = ———— para
(© que [ (et = L5 - 1 1@ = g
z > 1. (Ayuda: para este apartado se necesita usar que si |r| < 1, entonces

o r
grn: 1—?")

n=1

17. El objetivo de este problema es encontrar una férmula no recurrente para la sucesién
de Fibonacei (jusando series de funciones!). La sucesién de Fibonacci se define como

ag=¢e; =1, An+2 = Qpy1 +an, 12> 0,

(a) Pruébese a, < 2" para n € IN. (Ayuda: Esto se puede hacer de dos modos, bien
por induccién o bien probando previamente i;—;%f <2paran € N.)

=
(b) Dediizcase que la serie f(z) = Z ant™ converge absolutamente (como minimo)
n=0
en ] — 3.4 (De hecho converge en un intervalo mayor, como veremos 2l final del

problema).
(c) Encuéntrense constantes a,b € R tales que (z2 + az + b)f(z) = -1, para |z| < %

(d) Haéllese la serie de Taylor de -I-g_:z—l_l- alrededor del cero. (Ayuda: descompdngase
esta fraccién en suma de fracciones simples.)

19
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(e) Hallese, igualando la serie de Taylor de f(z) con la de -:—5-_:—:1_—, una férmula explicita
para @,. (Nota: una forma posible de expresar la solucién final es

@n=—=[@" —(1-3)"],  p—012...

1+45

donde ¢ = es la razén durea®.)
(f) Determinese el radio de convergencia de la serie que define a f(z).

18. El objetivo de este problema es estudiar la serie binémica. Sea la funcién real a
valores reales dada por f(z) = (14 z)* donde o € R.

(a) Demuéstrese que

™0 _ ala=1)(a=2)..- (e (n—1))
nl n! :

El nimero asi obtenido es el coeficiente de z" en el desarrollo de (1 + z)*. Se
denomina coeficiente binémico ¥ se denota por

(a ) _ale=1)(a—=2).-:: (a=(n-1))

n - n!

(b) Demuéstrese que la serie binémica

tiene radio de convergencia 1.

Se deduce entonces que la serie binémica converge en el intervalo abierto | — 1,1],
definiendo en él una funcién infinitamente diferenciable. Lo que se debe probar a
continuacién es que la funcién definida por la serie es realmente (1 + z)2.

(¢) Compruébese la identidad

w2, ) a2 maf(2)

(d) Usese la identidad anterior para demostrar que la suma de la serie binémica

oo

a n

@(x)=):( -, ):c y el
n=0

satisface la ecuacidn diferencial

(1+2)@(z) = a®(z)

Ahora se puede probar el resultado principal.

5Fue llamada de esta manera por los griegos, ya que pensaban que la planta de un edificio con esta proporcién
era la mds estética posible.
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(e) Resolviendo la ecuacién diferencial a variables separables anterior, demuéstrese que

(l-i-:c)”‘:Z(:):r”, para -l<z< 1.

n=0

Como aplicacién, desarrollar las siguientes expresiones en potencias de z hasta z*:

1 V142
. v/1+ 22

19. (Enero 2001. Grupo E) Encuéntrese la serie de Taylor de f(z) = fozg Ef-!:-l- dt. A partir
de esta serie, héllese f (”‘)(0) para n € IN (sin usar la teoria de integracién paramétrica).

20. (Junio 2001) Sea f(z) = Z(TH- 1)z™.

n=1

(a) Encuéntrese su radio de convergencia y analicese la convergencia en los extremos
del intervalo. Indigquese dénde hay convergencia uniforme de la serie.

(b) Obténgase la suma de la serie que representa a f(z). Justifiquense los pasos.
(Ayuda: previamente obténgase una serie de potencias para: fﬂx f@) dt)

(c) A partir de los apartados anteriores, simese la serie: 2 +3 +4 + 2 4+ ....

T . 1
1+22 7 1-(=22)

21. (Septiembre 2001) Sea f(z) :=

(a) A partir de la serie de Taylor de f(x) alrededor de zy = 0, hallese la serie de Taylor
de f'(x). Indiquese la regién de IR donde la serie de f(z) converge.

(b) Dedizcase el valor de f(2000)(0).

22. (Junio 2002) Sean f,g :] — 4,6 — IR funciones derivables que cumplen ' = g, f = ¢/,
f(0) =0, g(0) =1y 4 > 0. Supdéngase que f y g admiten desarrollo de Taylor en el
intervalo ] — 4, d[.

(a) Encuéntrese el desarrollo de Taylor alrededor de zg = 0 de f(z).
(b) Usese el apartado anterior para obtener la serie de Taylor de g alrededor de zg = 0.
(c) ;Dénde convergen las series anteriores?

23. (Septiembre 2002) Sean ¢,b € Rcon 0 < e <bysea f : R — R la funcién de clase

infinito que cumple

Fla)=an /b “(e—0)f()at

{a) Exprésese f'(z) mediante una integral que contenga sélo a f(t). Justifiquese.
(b) Calcdlese f"(z). Justifiquese.
(c) Suponiendo que la funcién f admite desarrollo de Taylor alrededor de =g = b,
i. Hallese este desairollo y
ii. calciilese el radio de convergencia de la serie.
(d) Identifiquese con una funcién elemental, la suma de la serie para f obtenida en (c).
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3 S n
24. (Junio 2003) Seaf(x)=-§+%.+%+...+(;l%1_);+...

(a) Por derivacién sucesiva de la serie de f, calcilese la funcién f mediante funciones
elementales.

(b) ;Se puede usar la serie para aproximar f(0'5)? ;Y para f(1'5)? Justifiquese.

25. (Septiembre 2003) El objetivo de este ejercicio es calcular la suma de la serie numérica

‘i‘" 2n1+ 1 (%) i (1)

n=0

Para ello considérese una serie de potencias adecuada, caleiilese su radio de convergencia
, mediante la técnica de derivacién o integracién término a término, caletilese su suma.
Luego, particularicese para un valor adecuado para hallar la suma de (1).
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